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Votre ouvrage 100 % exos

D Conforme au nouveau programme de Maths 17 (spécialité) entré en vigueur
alarentrée 2019, ce « 100 % exos » vous propose une méthode de travail
complete et un entrainement intensif sur mesure, faisant une large place
a la préparation du nouveau bac.

D Pour chaque théme du programme, vous trouverez un [T structuré,

les qu’il faut maitriser, des [FZ{T;[@143] progressifs et leurs
détaillés.

D Assortis d'indications de solutions, de commentaires et de conseils des
auteurs, tous les exercices corrigés vous permettent :
» de comprendre les notions essentielles et de maitriser le cours ;
» de progresser et de vous entrainer a votre rythme ;
« de vous évaluer et de réussir vos devoirs et contréles ;
« de vous préparer a l'entrée en Terminale.

Le site de vos révisions

D L'achat de cet ouvrage vous permet de bénéficier d'un ACCES GRATUIT*
a toutes les ressources d'annabac.com : fiches, quiz, sujets corrigés...
et a ses parcours de révision personnalisés.

D Pour profiter de cette offre, rendez-vous sur www.annabac.com, dans la
rubrique « Je profite de mon avantage client ».

Je profite de mon avantage client

* Selon les conditions précisées sur le site.
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Prise en main de Python

Il INTRODUCTION

D On peut installer Python, en allant le télécharger sur le site officiel :
https://www.python.org/.

D Lancer Python et créer un nouveau fichier (File> New File).

D Taper le code :

x=2

print(x,'est de type’type(x))
y=1/x

print(«linverse de «,x,» est «,y)
print(y, est de type ‘typel(y))

z=True
print(z, est de type ‘type(z))

D Exécuter-le (Run>Run Module ou F5).

REMARQUES :

* x est de type entier (int), y est de type flottant (« nombre a virgule flotante »,
float) et z est de type booléen (boolean).

* En Python, toute ligne précédée du symbole # n’est pas exécutée : c’est un
commentaire.

31 FONCTION

=» Voir la méthode 1 et les exos 5 et 7.
SYNTAXE :

La syntaxe Python pour la définition d’une fonction est la suivante :

def f(par1, par2,..):
y:
return sortiel, sortie2

ou :
e parl, par2,... désignent les parametres en entrées ;
« sortiel, sortie2,... désignent les sorties retournées par la fonction.

lf] Le décalage des instructions qui suivent la ligne def (on dit lindentation) est -
essentiel en Python pour délimiter une fonction : habituellement l'indentation est
de quatre espaces en Python.



Une fonction peut avoir plusieurs arguments en entrées :
EXEMPLE :
La fonction suivante renvoie la somme et le produit de deux nombres

-

def somme_produit(x,y):
return x+y, x*y
# Un calcul
print(‘la somme et le produit de 2 par 3 valent respectivement’,
somme_produit(2,3))

v
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Ifb Dans le cas ou une fonction ne retourne aucune valeur, le return est facultatif.

i1}l PROGRAMMATION

1. Instruction conditionnelle if

=» Voir la méthode 2 et les exos 5 et 7.
SYNTAXE :
La syntaxe Python d’une instruction conditionnelle if est la suivante:

if condition 1:

Bloc 1 d'instructions a exécuter
elif condition 2 :

Bloc 2 d'instructions a exécuter

else:
Bloc d'instructions a exécuter

l/:] Comme pour les fonctions, apres les mots-clés if, elif et else, lindentation est obli-
gatoire !

COMPARAISON :
Pour définir la condition permettant I’exécution de la clause if, on est amené
a utiliser les opérateurs de comparaison.

En Python ‘ Signification
X<y x est inférieur strictement a y
X<=y x est inférieur ou égal a y
x>y X est supérieur strictement a y
X>=y X est supérieur ou égal a y
X==y xestégalay
x =y x est différent de y

On peut aussi « combiner » ces opérateurs entre eux a ’aide des trois opéra-
teurs suivants (appelés opérateurs booléens) : or (ou), and (et), not (non)

10 Prise en main de Python
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EXEMPLE :
x < -2 oux > 2s’crit en Python : (x<-2) or (x>2)
2 < x < 3 s’écrit en Python sous la forme (2<x) and (x<3), mais aussi : 2<x<3.

2. Boucle itérative while

=» Voir la méthode 3 et les exos 9 et 10
SYNTAXE :

La syntaxe Python d’une boucle itérative while est la suivante :

while condition :
Bloc d'instructions a exécuter

Ifb Comme pour les fonctions, aprés le mot-clé while l'indentation est obligatoire !

3. Boucle itérative For

=» Voir la méthode 4 et les exos 1 et 6.
SYNTAXE :

La syntaxe Python d’une boucle itérative for est la suivante :

for x in range (n):
Bloc d'instructions a exécuter

ou range(n) est un « itérateur » qui parcourt les entiers 0, 1, ..., n—1

Comme pour les fonctions, aprés le mot-clé for lindentation est obligatoire !

I L1STES

1. Définition élémentaire

Une liste est une collection d’éléments.
EXEMPLE :

nombres=[1,4,5] # liste d’entiers
couleurs=[‘rouge’/bleu’, ‘jaune’] # liste de chaines de caracteres
melange=[1,bleu’,2,vert'] # mixte

Remarques :

* Les ¢éléments d’une liste ne sont pas obligatoirement du méme type comme
le montre I’exemple précédent.

* Les éléments d’une liste sont indexés a partir de 0 ; ainsi dans la liste
nombres :

* nombres[0] correspond au premier ¢lément de la liste nombres.

* nombres[1] correspond au deuxieme élément de la liste nombres.

* nombres[-1] correspondant au dernier élément de la liste nombres.

Prise en main de Python 11



2. Opérations sur les listes

Le tableau suivant donne quelques méthodes associées aux listes :

-
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(8

Meéthode ‘ Signification
len(liste) Renvoie la longueur de liste
liste.append(x) Ajoute I’élément x a la fin de liste
liste.insert(i,x) Ajoute I’élément x en position 7 de liste
liste.count(x) Compte le nombre d’occurrences de x dans liste
liste.remove(x) Supprime la premiére occurrence de x dans liste
liste.sort() Trie la liste dans I’ordre croissant
liste.sort(reverse=true) Trie la liste dans I'ordre décroissant

3. Liste définie en compréhension
=» Voir U'exo 8.
On voudrait construire le tableau de valeurs de la fonction carré suivant :

-3 | -2 |-L5| -1 ]-05| O 0,5 1 1,5 2 3

xZ

En Python, on écrit alors :

# Tableau de valeurs de la fonction carrée
antecedents=[-3,-2,-1.5,-1,-0.5,0,0.5,1,1.5,2,3]
carres=[x**2 for x in antecedents]
print(carres)

Remarques :
* L'instruction list(range(n)) crée la liste des entiers de 0 a n—1.
* La syntaxe générale de la boucle for est :

for lin liste:

bloc d’instructions a éxecuter

On peut aussi associer une condition if a cette définition de liste :

EXEMPLE :
On veut calculer les images de la liste antécédents par la fonction inverse ;
sachant que I'inverse de 0 n’existe pas, on écrit :

inverses=[1/x for x in antecedents if (x!=0)]

print(inverses)

12 Prise en main de Python
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COMPLEMENTS

1. Communication avec l'utilisateur

print() : permet d’afficher du texte et (ou) des valeurs de variables. Le texte a
afficher doit étre compris entre deux guillemets : “texte” ou entre deux apos-
trophes : ‘texte’.

input() : permet de demander a I'utilisateur d’entrer une valeur par exemple
(et de I’enregistrer) ; elle s’utilise avec eval :

EXEMPLE :

n=eval(input(‘entrer un nombre *))
print('la multiplication de ‘,n,par 3 vaut ,3*n)

2. Modules math et matplotlib

=» Voir U'exo 3.

D Si Python reconnait par défaut les opérateurs arithmétiques (+, —, *, /) et les
puissances (par exemple, x**2), beaucoup de fonctions (comme cos et sin) et
méme la constante m ne sont pas reconnues par Python ; elles sont contenues

dans le module math, qu’il faut importer avant de les utiliser.
EXEMPLE :

from math import * # importe tous les éléments du module math
print(‘la racine carrée de 2 vaut environ’,sqrt(2))

print(‘la constante pi vaut environ’,pi)

y=cos(pi/4)

print(y)

D Pour tracer des courbes représentatives de fonctions, on utilise le module
matplotlib
EXEMPLE :

from matplotlib.pyplot import * # importe tous les éléments de matplotlib
antecedents=[-3+i/10 for i in range(60)]
carres=[x**2 for x in antecedents]

plot(antecedents,carres)
show()

closel()

print(carres)

l{b Pour installer maplotlib, sous Windows, ouvrir un terminal (taper cmd dans le
menu rechercher) puis y entrer :
python -m pip install -U matplotlib.

Prise en main de Python
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METHODE I

Ecrire un script permettant de calculer les images
d'une fonction
=» Voir les exos 5 et 7.

-

Exo résolu
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a. Ecrire un script permettant de calculer les images de la fonction f défi-
nie par.

0 six<0
f(x)=1x six€[0;1]
1 six>1
b. Tester ce script en calculant les images de —2 ; 0,25 et 7.

CORRIGE
a.

def f(x) :
if x<0:
return 0
elif 0<=x<=1:
return x
else:
return 1

Remarque : les clauses elif et else sont facultatives.

b.
Calculs de quelques images :

print("limage de -2 par f est"f(-2))
print("l'image de 0.25 par f est"f(0.25))
print("limage de 7 par f est"f(7))

14 Prise en main de Python
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METHODE Bl

Définir la fonction carré sur Python et la tester
=» Voir U'exo 3.

Exo résolu

Définir la fonction carré sur Python et la tester en calculant les images de
2 et de 3.

CORRIGE

# Définition de la fonction carrée
def carre(x):
return x**2

# Calcul de quelques images de la fonction carré
print(‘le carré de 2 est ‘carre(2))
print('le carré de -3 est ‘carre(3))

lﬁ] Comme précisé dans la syntaxe, une fonction peut avoir plusieurs parametres
en entrées et retourner plusieurs sorties.

METHODE 1

Ecrire un script qui détermine le premier entier
vérifiant une condition
=¥ Voir les exos 9 et 10.

Exo résolu
Ecrire un script qui détermine le premier entier # tel que 2" >100.

CORRIGE

n=0
while (2**n<100):
n+=1
print(‘le Ter entier n tel que 2”n dépasse 100 est ‘,n)

lf? Linstruction n+=1 est équivalente a n=n+1 (a chaque itération, elle incrémente
de 1 la variable n).

Prise en main de Python 15



METHODE I

Ecrire un script qui affiche des entiers consécutifs
=» Voir les exos 1 et 6.

-

Exo résolu

Ecrire un script qui affiche tous les entiers de 1 4 4.

CORRIGE

v
L
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foriin range(5):
print(‘i vaut ‘i)

lﬁ] Linstruction range(p,n) parcourt les entiers entre petn—1.

16 Prise en main de Python
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TESTER SES CONNAISSANCES

FOR A LA PLACE DE WHILE | % | © 10 min | » . 22 |

Réécrire les programmes suivants en remplagant les boucles while par des
boucles for :
a.

# somme des N premiers entiers

N=100

iteration=0

somme=0

while iteration<N :
iteration+=1 # c’est-a-dire iteration=iteration+1
somme+=iteration # c’'est-a-dire

somme=somme-+iteration

print(‘'la somme des N, premiers entiers vaut,somme)

# somme des entiersde P aN

P=10

N=100

iteration=P

somme=P

while iteration<N :
iteration+=1 # c’est-a-dire iteration=iteration+1
somme-+=iteration # c’est-a-dire somme=somme-+iteration

print('la somme des entiers compris entre P et ,N, vaut,somme)

[E :1MpoRTANCE DE L'INDENTATION | * [© 5 min|» . 22|

On veut trouver et afficher le plus petit entier naturel » tel que :
1+2+...+n>10.

Pour cela, on écrit le script en Python suivant :

n=0

somme=0

while (somme<100):
n+=1

somme+=n
print(‘le plus petit entier n tel que 1+2+...+ n dépasse 100 est ,n)

a. Que se passe-t-il quand on I’exécute ?
b. Comment corriger ce probleme ?

Prise en main de Python 17



EXOS & SUJETS

BCOURBES REPRESENTATIVES | *% | © 20 min | » p. 23 |

Ecrire un script en Python permettant de tracer les courbes représentatives
des fonctions carré, cube, racine carrée sur [0 ; 1,5]. Choisir un pas de 0,01.

lﬁ] Voir le paragraphe V.2 du cours.

S'ENTRAINER

DETERMINANT DE DEUX VECTEURS | % |© 15 min | » P. 23 |

a. On rappelle que si u(x; y) et ;(x’ ; y’) sont deux vecteurs du plan repéré
alors le déterminant de ces deux vecteurs est le réel :

det(ﬁ ; ;) =xy' —x'y.
A quoi sert le déterminant ? Donner des exemples.
b. Etant donné deux vecteurs, écrire une fonction, en Python, qui retourne le
déterminant de ces deux vecteurs.

On utilisera des listes pour les coordonnées des vecteurs.

BDETRUQUE | %% | © 25 min | » P. 24 |

On considére un dé truqué de la maniére suivante : on a une chance sur deux
d’obtenir 6 et toutes les autres faces ont la méme chance d’étre obtenues.

a. Déterminer la probabilité d’obtenir chacune des faces.

b. Le script suivant simule le lancer un tel dé :

from random import randint
def de_truquel() :
alea=randint(1,10)
if alea==1:
return 1
elif alea==2:
return 2
elif alea==3:
return 3
elif alea==4:
return 4
elif alea==5:
return 5
else:
return 6

18 Prise en main de Python
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En simulant 100 000 fois ce lancer de dé, déterminer les fréquences d’obtenir
chacune des faces, puis les comparer aux probabilités correspondantes.

l{b Définir ces fréquences dans une liste appelée simulation et utiliser la méthode
simulation.count(n) pour compter le nombre d'occurrence de n.

ﬂcvcus-rE | % | © 25 min [ » P. 24 |

La premicre semaine de son entrainement, un cycliste parcourt 100 km.
Chaque semaine, il augmente de 20 km.

Combien aura-t-il parcouru de km au bout de 10 semaines ?

Ecrire un script en Python permettant de résoudre ce probléme.

lf] Utiliser une boucle for.

PREPARER UN CONTROLE

EQUATION DU PREMIER DEGRE | x% | © 30 min | » . 24

a. Résoudre (papier et crayon) les équations :

3x+1=0;0x+1=0 et Ox+0=0.
b. En déduire, suivant les valeurs des réels a et b, les solutions de 1’équation
ax + b =0.

c. Ecrire, en Python, une fonction qui affiche les solutions de 1’équation du
premier degré ax + b = 0.

lf] Utiliser l'instruction conditionnelle if.

E NOMBRES PREMIERS | *** |[© 30 min|» P. 25|

On rappelle qu’un entier supérieur ou égal a 2 est dit premier s’il n’admet pas
d’autres diviseurs que 1 et lui-méme.

a. Ecrire une fonction « test_premier » qui, a un entier z, renvoie « vrai » s’il
est premier et « faux » sinon. La tester pour n=5, 12, 31, 2019.

lf] En Python

n % d retourne le reste de la division euclidienne de n par d.
Vrai s'écrit True et faux, False.

b. Donner Ia liste des entiers premiers compris entre 2 et 100.
l/:] Utiliser ici la définition par compréhension d'une liste.

Prise en main de Python 19
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ALLER PLUS LOIN

n BALAYAGE | %% | © 30 min | » P. 26

Soit fla fonction définie sur R* par :
f(x)=x>=2.
On sait que f est croissante sur R* et que ’équation f{x) = 0 admet une unique
solution sur R* : /2.
1. Calculer /(1) et £(2).
Qu’en déduit-on pour /2 ?
2. On veut, a 'aide de Python, déterminer une valeur approchée a 107 preés
par défaut de /2 .
Pour cela , on considére ’algorithme dit de balayage suivant :

a1

Approx <1

pas <« 0.01

Tant que f(Approx) et f(a) sont de méme signe Faire
Approx <— Approx+ pas

Fin Tant que

Afficher Approx

a. Si on souhaite une valeur approchée, par défaut, a 0,001 pres, quelle ligne
de cet algorithme doit-on modifier ?

b. Si on souhaite une valeur approchée, par exés, a 0,01 preés, quelles lignes de
cet algorithme doit-on modifier ?

c. Ecrire cet algorithme en Python et le tester.

lﬁ] Pour tester si deux nombres sont de méme signe ou non, il suffit de connaitre le
signe de leur produit.

DICHOTOMIE | %% | © 30 min | » P. 26

Soit f'la fonction définie sur R* par :

f(x)=x"=2.
On sait que I’équation f{x) = 0 admet une unique solution sur R* : c’est +/2
qui comprise entre 1 et 2.
On rappelle I'algorithme de dichotomie vu en Seconde permettant de donner
un encadrement de /2 d’amplitude inférieure a une précision donnée :

20 Prise en main de Python
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a1
be 2
precision < 0.01
Tant que b-a>precision Faire
c < (a+b)/2
si f(c) et f(a) sont de méme signe alors
a«< c
sinon faire
b« c
Fin Tant que
Afficher a,b

Ecrire en Python cet algorithme et le tester.

Prise en main de Python 21



FOR A LA PLACE DE WHILE

a.

# somme des N premiers entiers
N=100
somme=0
for iteration in range(N+1) :
somme-+=iteration
print('la somme des ‘N, premiers entiers vaut,somme)

# somme des entiersde P a N
P=10
N=100
somme=0
for iteration in range(PN+1) :
somme+=iteration
print('la somme des entiers compris entre ‘P’ et N, vaut,somme)

Lorsque I’on connait le nombre d’itérations, on utilise plutét une boucle for
qu’'une boucle while.

EIMPORTANCE DE L'INDENTATION

a. Le script ne s’arréte pas car la ligne somme+=n ne fait pas partie de la boucle,
donc la condition d’arrét n’est jamais vérifiée : I'indentation est essentielle !

b. On doit écrire :

n=0
somme=0
while (somme<100):
n+=1
somme-+=n
print(‘le plus petit entier n tel que 1+2+...+ n dépasse 100 est ',n)

22 Prise en main de Python



n COURBES REPRESENTATIVES

# Tracés de quelques fonctions usuelles
from matplotlib.pyplot import *

from math import *
antecedents=[0+i/100 for i in range(151)]
carre=[x**2 for x in antecedents]
cube=[x**3 for x in antecedents]
racine=[sqgrt(x) for x in antecedents]
plot(antecedents,carre, label="y=x/2")
plot(antecedents,cube, label="y=x"3")
plot(antecedents,racine, label="y=racine(x)")
legend()

show()

closel()

DETERMINANT DE DEUX VECTEURS

a. Le déterminant permet de savoir si deux vecteurs sont colinéaires ou non :
u et v sont colinéaires, si et seulement si, det(u;v) =0 .

Par exemple :
- Si 5(2 ;3) et ;(—5 ; _715),

alors det(&;?)zzx(%w)—w(—@: -15+15=0

Les vecteurs sont donc colinéaires
*Siu(2;3) et v(=5:0),
alors det(u;v)=2x0-3x(-5)=15#0

Les vecteurs ne sont donc pas colinéaires.
b.

def determinant(u,v):
return u[0]*v[1]-u[1]*v[0]
# Tests
u=[2,3]
v=[-5,-15/2]
print("le déterminant de "u," et de "v," est ", determinant(u,v))
v=[-5,0]
print('le déterminant de "u," et de "v," est ", determinant(u,v))

Prise en main de Python 23



B ot truque
a. On note p la probabilité commune aux faces 1, 2, 3, 4 et 5.

. ) 1 .
Sachant que la probabilité¢ d’obtenir 6 est 5 et que la somme des probabilités

des événements élémentaires est 1 alors :

1
2
S p=—.
T
b. Pour simuler 100 000 fois ce dé truqué, on entre le code suivant :

nbre_simul=100000
simulation=[de_truque() for x in range(1,nbre_simul+1)]
for nin range(1,7):
print(‘la fréquence de la face ',n, est’, simulation.count(n)/nbre_simul)

1
p+p+p+p+p+5=1<:>5p=

On vérifie que les fréquences sont proches des probabilités correspondantes que
I'on a déterminées a la question précédente.

ﬂ CYCLISTE
Le script est le suivant :

distance=100

for semaine in range(2,11):
distance+=20

print(distance)

La 10° semaine, le cycliste parcourra 280 km.

EQUATION DU PREMIER DEGRE
2. 3x+1=0s3x=-1

Sx=—=.
3

0x+1=0 < 1= 0 :impossible I’équation n’admet donc pas de solution.
0x+0=0«< 0=0: cette égalité est toujours vraie : tous les réels sont solutions.

. , . . . b
b.Si a # 0 alors I’équation ax + b = 0 admet pour unique solution —— .
a

Sinon :
si b # 0, alors I’équation ax + b = 0 n’admet pas de solution
si b = 0, alors tout réel est solution de I’équation ax+b =0 .
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def equation_premier_degre(a,b):
if (a!=0):

print(“la solution de 'équation est"-b/a)
elif (b!=0):

print("l'équation n'admet pas de solution”)
else:

print(“tous les réels sont solutions de 'équation”)
# Tests
equation_premier_degre(3,1)
equation_premier_degre(0,1)
equation_premier_degre(0,0)

ﬂ NOMBRES PREMIERS

a.

def test_premier(n):
ifn<2:
return False
for diviseur in range (2,n):
if n%diviseur == 0:
return False
return True

# Tests
liste=[5,12,31,2019]
for nin liste:

print(«l'entier «,n,»est premier»,test_premier(n))

b. On ajoute le code suivant a la suite du script :

listepremier=[n for n in range(2,101) if test_premier(n)==True]
print(listepremier)
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n BALAYAGE
1. f()=1etf(2) =4 et puisque fest strictement croissante sur R",

ona:l<\2<2.
2. a. On remplace la ligne : pas < 0.01 par : pas < 0.01

b. On remplace la ligne :

a« lpar:a« 2

Approx < 1 par: Approx <« 2
pas < 0.01 par: pas < -0.01

C.

a=1
approx=1
pas=0.01
while (approx**2-2)*(a**2-2)>0:
approx+=pas
print('Une valeur approchée a ‘pas, pres est approx)

DICHOTOMIE

a=1
b=2
precision=0.01
while (b-a)>precision:
c=(a+b)/2
if (c**2-2)*(a**2-2)>0:
a=c
else:
b=c
print(‘Racine carrée de 2 est compris entre ,a,’ et 'b)
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2 Suites numériques

Il NOTION DE SUITE
1. Définition et vocabulaire

D Une suite est une fonction définie sur N ou sur une partie de N.
D L’'image d’un entier x par la fonction u est notée u, ou u(n).
D On dit que u, est le terme d’indice n de la suite.
D La suite constituée des termes u_est notée (u, ).

lﬁ Si le premier terme est u;, alors u_est le (n + 1)° terme de la suite (u ). -
Sile premier terme est u,, alors u_ est le n-ieme terme de la suite.

D Une suite est généralement définie :
* soit par une relation explicite du type u, = f(n) ;
* soit par son premier terme et une relation de récurrence du type : u, = f(u ).

lﬁ Voir la méthode 1 pour le calcul des premiers termes. L

2. Sens de variation d'une suite

D Une suite est strictement croissante si pour toutn: u, <u .
D Une suite est strictement décroissante si pour toutn: u >u .

31 SUITES ARITHMETIQUES
1. Définition

D Une suite arithmétique est une suite dont chaque terme s’obtient en ajoutant
au terme précédent un méme nombre réel, appelé raison.

Une suite arithmétique (u,) est enticrement définie par la donnée de son pre-
mier terme u, (ou v, ...) et de sa raison, notée r.

D Une suite (u,) est arithmétique si, et seulement si, la différence u,,, —u, est
constante.

2. Calcul du terme d'indice n

D Soit (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme u,.

Alors, pour tout n €N :

lﬁ Voir la démonstration dans l'exercice 4. -
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D Si le premier terme est u,, la formule devient, pour tout n € N :

|un =u +(n-1r

-

D Plus généralement, pour tout n = p :

‘un =up+(n—p)r‘

lf] Cette propriété permet d'obtenir directement n'importe quel terme de la suite (voir
la méthode 2).

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
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3. Allure et comportement asymptotique

Les formules donnant u, en fonction de 7 sont celles d’une fonction affine de
coefficient directeur r, d’ou les propriétés suivantes :

PROPRIETES :

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. Alors :

* (u,) est strictement croissante < r > 0

* (u,) est strictement décroissante < r < 0

* Les points de coordonnées (n;u,) sont alignés.

EXEMPLES :
- Suite arithmétique avec r >0 . * Suite arithmétique avec r <0 .
Les termes de la suite tendent vers oo, Les termes de la suite tendent vers —oo .
y Y
R e e T RN B - U,
e P o U1 1---
M54 --------------------- * ! ! U, . S
M4 ---------------- - i : | “.3 ; i t t
uy g [T I N R NG N N
Uy teememe- R R R L T e B et o oo
e Ug  pmmmmmm e ¢
Uy I e e o 2 S R N A +
N A R
ERENRE NN
-1 0 1 2 3 4 5 6 7x

4. Somme des premiers termes d'une suite

Soit n un entier naturel non nul, alors :

_n(n+1)
2

1+2+...+n

lf] Voir la démonstration dans l'exercice 4.

PROPRIETES :
Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
Notons S la somme de tous les termes d’indice inférieur ou €gal a n.

uo +un

+ Si le premier terme est u,, alors :|S, = (n+1) X
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. . u +u
« Si le premier terme est u, , alors |S, = nx — 5 :

De maniére générale, la somme S de termes consécutifs d’une suite arithmé-
tique est donnée par la formule :

X premier terme + dernier terme

S = (nombre de termes >

lf] Voir la méthode 3.

IT¥] SUITES GEOMETRIQUES
1. Définition

D Une suite géométrique est une suite dont chaque terme s’obtient en multi-
pliant le précédent par un méme nombre, appelé raison.

Une suite géométrique (v ) est enticrement définie par la donnée de son pre-
mier terme et de sa raison, notée q.

D Une suite (v,) dont tous les termes sont non nuls est géométrique si,

. .V
et seulement si, le quotient —*!

est constant.

2. Calcul du terme d'indice n
PROPRIETE :

+ Soit (v ) une suite gé¢ométrique de raison ¢ et de premier terme v, .
Alors, pour tout n €N :

—_ n
Vo=V, Xq

+ Si le premier terme est v, la formule devient, pour tout n € N :

_ n-1
Vn = V1 X q

» Plus généralement, pour tout n= p :

— n-p
v, =V, Xq

l{b Cette propriété permet de calculer n'importe quel terme de la suite (voir la
méthode 2).

3. Allure et comportement asymptotique

PROPRIETE :
« La suite géométrique (¢") est strictement croissante < ¢ > 1.
- La suite géométrique (¢") est strictement décroissante < 0 < ¢ < 1.

Suites numériques
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v
wl
(=] EXEMPLES :
g « Suite géométrique avec g>1 et * Suite géométrique avec 0<q<1 et
= u, >0, ug >0,
‘Ll . .
S On remarque que les termes de la suite On remarque que les termes de la suite
- tendent vers +oo. tendent vers 0.
(7)) ug o AR
x !
= 10 ; g 1
v 9 i
1 B R i
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6 Loy
U ST T f E i u,
4 -
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Une suite géométrique de raison ¢ > 0 a une croissance ou décroissance dite
exponentielle.

lf] Voir chapitre 6 sur la fonction exponentielle.
4. Somme des premiers termes d'une suite
D Soit 7 un entier naturel non nul. Si ¢ # 1, alors :

1_ qn+l

l-¢g

l+g+...+q" =

l/:] Voir la démonstration dans l'exercice 11.

PROPRIETE :
Soit (v ) une suite gé¢ométrique de raison ¢ # 1. Notons S la somme de tous
les termes d’indice inférieur ou égal a n.

) ) 1_ n+l
* Si le premier terme est v, alors S, = v, X liq
—q
* Si le premier terme est v, alors|S = v X 1_ g
-9

De maniére générale, la somme S de termes consécutifs d’une suite géomé-
trique de raison ¢ # 1 est donnée par la formule :

nombre de termes

S = (premier terme) X

l-¢q
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METHODE I

Calculer les premiers termes d’'une suite

=» Voir les exos 1, 10 et 14.

Le calcul des termes d une suite dépend du mode de génération de la suite.
* Si la suite est définie par une relation du type u, = f(n), on calcule suc-
cessivement les images des entiers demandés.

u, = f(0) u, = f(1) u, = f(2) u. =f(3) | u =Ffl4)

lﬁ) Le premier terme n’est pas forcément u; : la suite peut débuter avec n=1.

* Si la suite est définie par une relation de récurrence du type u, , = f(u, ),

n+l

on part du premier terme donné, et on calcule de proche en proche les
images par la fonction f des termes de la suite.

u, est donné u, obtenu u, obtenu u, obtenu

u, = fuy) u, = f(u,) u, = flu,) u, = flu,)

Exo résolu

Calculer les quatre premiers termes des suites suivantes :
a. (u): [

u, =3

pourtout €N, u  =2-u

1 n

b.(v): [

pour toutn €N,y = (v, )
c.(w):pourtout n=3, w =2"

CORRIGE
a. La suite est définie par une relation de récurrence du type

u. = f(u),avec f(x)=2-x.
Le premier terme est Uy = 3.
On partde u, = 3.
Ensuite, la relation de récurrence donne :
n=0:u, =2-u,cest-a-dire uy, =2-u,=2-3=-1.
n=1:u  =2-u,cest-a-dire u, =2-u =2-(-1)=3.
en=2:u, =2-u,cest-a-dire u;=2-u,=2-3=-1.
b. La suite est définie par une relation de récurrence du type

— 2
u. . = f(u),avec f(x)=x".

lﬁ) Attention, le premier terme est v, = 2.
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On part de v, = -2 . Ensuite, la relation de récurrence donne :
. nzl:v2=v12=(—2)2=4.

) °n=2:v3=v22=16.
. n=3:v4=v32=256.

c. La suite est définie par une relation du type u, = f(n),avec f(x)=2"

lﬁ] Attention, (wn) est définie pour tout n=3, donc son premier terme est
3
w,=2"=8.

De méme, w4=24=16;w5=25=32;w6=26=64,

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

METHODE Bl

Calculer le terme d'indice k d'une suite arithmétique
ou géomeétrique

=» Voir les exos 1, 2, 3 et 9.

Etape 1. Déterminer si la suite est arithmétique ou géométrique.
Etape 2. Utiliser la formule du cours donnant le terme d’indice 7.
Etape 3. Remplacer n par la valeur k& donnée.

Exo résolu

Calculer u,, pour les suites suivantes :

u, = 64
a. La suite (u,) est définie par [ o
pourtoutn €N, u  =---
v, =18
b. La suite (v, ) est définie par [ . By =1l
pour toutneN’, v = ”3 .
CORRIGE
, 1
a. Etape 1. Pour tout n€N, u = —Eun.
. . . 1
La suite (u,) est donc géométrique de raison ~5
Etape 2. Pour tout n €N, u, =u,xq",
. 1y
soit pour tout nE€N: u =64><(—5> .
, 1\ 1 1 1
Etape 3. u,, =64x(—5> =26x<+270)=2_4zﬁ_
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b. Etape 1. Pour tout n €N’,

_3",,_1 v, 1

v v

ntl ' 3 3 - 3 °
. . L . 1

La suite (v,) est donc arithmétique de raison —3

Etape 2. Pour tout n €N’, vo=v +rx(n-1),

soit v :18—%x(n—1).

Etape 3. v, = 18—%x9= 15.

METHODE E1

Calculer la somme des termes d'indice inférieur ou égal a k
=¥ Voir les exo0s 5, 6,7, 9, 12.

Etape 1. Déterminer si la suite est arithmétique ou géométrique.

Etape 2. Si la suite est arithmétique, exprimer u en fonction de n
et calculer u, d’apres la formule du cours.

lf] Si la suite est géométrique, il est inutile de connaitre u, pour calculer la
somme cherchée.

Etape 3. On note S, la somme des termes d’indice inferieur ou €gal a k.
Exprimer S en fonction de n avec une formule du cours, puis calculer S, .

Exo résolu
Calculer S, pour les suites données dans la méthode 2.
CORRIGE

n o

, 1
a. Etape 1. Pour tout n€N, u = —Eu
la suite (u,) est donc géomé

. . 1
trique de raison —5
Etape 2. Inutile pour une suite géométrique.

, 1
Etape 3. g = —5 # 1, donc pour tout n €N :

S =u,+...+tu =u, X

Suites numériques

35



-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

En particulier,

11 11
So=5x(1-(=3) )= 50+ 3)),

3 v =1 3y, 1

b. Etape 1. Pour tout n€N’, v L= =
n+ n 3 3 3

. . . . 1
la suite (v,) est donc arithmétique de raison —
Etape 2. Pour tout n€N’, vo=v +rx(n-1),

. 1
soit v, = 18—§><9= 15.

v, +v
n
2

Etape 3. Pour tout nE€N", S =v +...+v =nx
Donc en particulier,

S =10x

10

B+15 _ 5y33=165.

METHODE I

Déterminer le sens de variation d'une suite
=» Voir les exos 4, 11, 12, 15.

b

Etape 1. Déterminer si la suite est arithmétique ou géométrique.

Etape 2. Identifier la raison de la suite.
Etape 3. :

* Si la suite est arithmétique, conclure selon que la raison est positive ou

négative ;
« Si la suite est géométrique, conclure a ’aide de ce tableau :

Raison ¢ <0 Raison 0<g <1

Raison g>1

Premier terme u, <0 Croissante

Ni croissante,

Décroissante

ni décroissante

Décroissante

Premier terme u;, >0

Croissante
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Exo résolu

Déterminer le sens de variation des suites suivantes définies sur N :
a.(u): u =-5-3n.

v, =12
b.(v):

. %
pourtoutn €N,y = ?"

n+l

CORRIGE

a. Etape 1. u, ==5-3n est de la forme u, = u,+rxn avec r=-3 et
u, = =5 donc (u,) est une suite arithmétique.

Etape 2. Sa raison est -3, et —3<0.

Etape 3. La suite (u,) est strictement décroissante.

b. Cette suite est définie par une relation de récurrence correspondant a
une suite géométrique car :

Sa raison est l et 0<l<l
2 2

tandis que son premier terme est positif.
La suite (v ) est donc strictement décroissante.
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EXOS & SUJETS

TESTER SES CONNAISSANCES

B cacuoe v, | % | & 10 min | » . 48

Calculer u,, u, et uy, (terme d’indice 50) de la suite (u,) définie par :

a.pour tout n€N, u, =V2n’ +4n+1 ;

* 2
b.pour tout n€EN', u =3-—;
n

u, =17
c.
pour toutn €N, u u =3,

n+l

u =-3
LU
d'[ pour tout n €N, L = 2,
u

n

lf] Voir la méthode 2. Pour les suites récurrentes (c. et d.), attention au premier terme.

[} suites ARITHMETIQUES | * | & 10 min | » P. 48 |

Dans les cas suivants, (u,) est une suite arithmétique définie sur N et de rai-
son r. Déterminer son premier terme et sa raison, puis calculer u,.
15

a u, =12 uy=-8 b.u27=7;u10=7

lﬁ Exprimer u_en fonction de u, et r (voir le cours, II.2).

[E) suites GEOMETRIQUES | * | & 15 min | » . 49

Les suites (u,) suivantes sont géométriques de raison g.

a.On donne u, =5 et ¢ =-3. Calculer u, et u,_.

b. Calculer la raison et le premier terme u, de la suite telle que u, = 20 et
u,=—80 (il peut y avoir plusieurs réponses possibles). Calculer u,,.

c. Calculer la raison de la suite telle que u; =8 et u, =27 . Calculer u,.

lfb Exprimer u_en fonction de u, et g (voir le cours, 111.2).

MONOTONIE ? | % | & 10 min | » p. 50 |
Déterminer le sens de variation des suites suivantes, définies pour n €N :
au =(n- 1) —n’ b.u =-5x(=2)"
1
5 U ==
C.ou = 7 d.(u): ’ 2
pour tout n €N, u. —u = >

l{b Voir la méthode 4.
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& sommons | %% | & 20 min | » P. 50
1. Restitution de connaissances

+1
a. Démontrer que : 1+2+...+n = n(nT)

lf] On démontrera que 2X(1+2+...+n)=n(n+1) en remarquant que
1+n=2+n-1=3+n-2... etc.

b. En déduire la somme des (n+1) premiers termes d’une suite arithmétique
de premier terme u, .

2. Calculer les sommes suivantes :

2.8 =19+20+21+...+100.

b. S, =6-42+294 ...+ 34588806 .

.8, =-3+1+5+......... +57.

lf] Il faut d'abord trouver la logique sous-tendant ces sommes (vu que certains
nombres sont sous-entendus dans les pointillés) : on sait calculer la somme des
termes consécutifs d’une suite arithmétique ou géométrique (voir la méthode 3).
Cherchez en priorité dans ces directions.

S'ENTRAINER

A raproacTIvVITE | %% [ 20 min | & | » p. 51|

Le tritium (7 ou *H) est—comme le deutérium — 'un des isotopes de I’hydro-
géne. C’est un élément radioactif, dont la période ou demi-vie est de 12,32
ans, c’est-a-dire que la moitié de ses atomes se désintégrent naturellement en
12,32 années. Le tritium est, avec le carbone 14, I'un des deux radionucléides
les plus émis dans ’environnement (en grande partie libéré dans I’air et ’eau)
par les installations nucléaires en fonctionnement normal. L'usine de la
Hague, pour ’année 2002, a rejeté environ 33 g de tritium sous forme liquide
et 0,17 g sous forme gazeuse (source Areva NC).

Partie A. On note u, = 33 g la quantité de tritium libérée en 2002 sous forme
liquide, et u, la quantité de tritium restant au bout de nx 12,32 ans, expri-
mée en grammes.

1. Donner la relation entre u, et u .

2. En déduire la nature de la suite (u, ).

3. Exprimer u,_ en fonction de n.

lf] Voir le cours, paragraphe Ill.2.

4. Au bout de combien de temps reste-t-il dans I’environnement moins de 1 g
de tritium sur les 33 g libérés en 2002 ?
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EXOS & SUJETS

Partie B. Pour simplifier le probléme, on considére que 5,5 % du tritium se
désintégrent chaque année.

On appelle v la quantité de tritium restant au bout de n années.

1. Démontrer que (v,) est une suite géométrique de raison g = 0,945 et de
premier terme v, = 33.

Iﬁ Exprimerv_. alaidedev.

2. Ecrire un algorithme en Python permettant de calculer v pour une année
donnée par 'utilisateur.

Il faudrait alors 62 ans pour arriver a moins de 1 g de tritium sur la quantité
libérée en 2002. Supposons que I'usine rejette chaque année 33 g de tritium
liquide.

3. Quelle serait la quantité de tritium présente dans I’environnement fin 2003
sur les rejets de 2002 et 2003 ?

4. Quelle serait la quantité de tritium présente dans I’environnement fin 2004
sur les rejets de 2002 a 2004 ?

5. Quelle serait la quantité de tritium présente dans ’environnement fin 2064
sur les rejets de 2002 a 2064 ?

l{b Voir la méthode 3.

kA eMprUNT | k%% [ & 15 min | » . 52 |

On emprunte 15 000 € aux conditions suivantes : chaque mois, on rembourse
6 % d’intéréts sur le capital restant d{, plus 500 euros de capital.

On appelle u, la n° mensualité pour n € N

a. Calculer u,, u, et u,.

l{b Chaque mois, le capital a rembourser diminue de 500 euros.

b. Compléter I’algorithme en Python suivant permettant de calculer la somme
remboursée au bout de n mois, n étant donné par I'utilisateur :

from math import*
n = int(input(“Entrer le nombre de mois écoulés :")
S=0
C=15000
for i in range(n):
us=..
S=..
C=..
print (“La somme totale versée est:", S, “euros”)

N0 0 N9 00 O & W N =
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c. Quelle est la nature de la suite (z,) ? On pourra appeler C le capital restant
avant la n° mensualité et calculer u  —u .

Ifb Cette méthode permet de prouver qu'il s'agit d'une suite arithmétique.

d. Exprimer u  en fonction de 7, puis déterminer le rang N pour lequel le
capital sera remboursé. Quel sera le montant de la derniére mensualité ?

e. Quelle est la somme remboursée au total ?

Quel est le colit de cet emprunt ?

|£7 Voir la méthode 3.

Y inconnuE | *k* | & 10 min | » . 53 |

Déterminer quatre termes consécutifs d’une suite arithmétique, sachant que
leur somme est —2 et la somme de leurs carrés est 46.

[E) économisons | %% | & 25 min | » . 54 |

Jean regoit de I’argent de poche chaque semaine. La premiére semaine, il re-
¢oit 5 €, puis chaque semaine, la somme regue est augmentée de 20 cents.

1. On appelle u, la somme regue la premicre semaine : u, = 5.

Démontrer que la somme recue chaque semaine correspond aux termes
successifs d’une suite arithmétique dont on donnera la raison.

2. Exprimer u, en fonction de 7, puis calculer u,.

3. Représenter graphiquement la suite (z,) en prenant pour €chelle : 1 cm
pour 2 unités en abscisse et 1cm pour 1€ en ordonnées.

4. a. A ’aide du graphique, conjecturer a partir de quand Jean touchera plus
de 10 € par semaine.

b. On rédige un algorithme en langage naturel pour déterminer le nombre n de
semaines nécessaires :

u<«>5

n<0

tant que u < 10 faire
n<n+1
u<«u+0,2

Modifier cet algorithme pour que I'utilisateur choisisse le seuil qu’il souhaite
atteindre.

c. Déterminer par le calcul a partir de quelle semaine Jean touchera plus de
10 € par semaine.

5. Jean souhaite s’acheter un blouson a 150 € en économisant tout son argent.
a. Déterminer I'inéquation d’inconnue n permettant de répondre au probléme
sans chercher a la résoudre.
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EXOS & SUJETS

lf] Cette inéquation étant du second degré, on attendra d'avoir traité le chapitre 3 pour
pouvoir la résoudre algébriquement.

b. A l’aide d’un algorithme programmé en Python sur votre calculatrice ou
sur ordinateur, déterminer au bout de combien de temps il pourra réaliser son
achat.

SOMME DES CARRES DES PREMIERS
ENTIERS NATURELS | ** | © 25 min | » P. 56

lﬁ] Cet exercice ne pourra étre traité qu'apres avoir vu le chapitre 3 sur le 2™ degré.
On considere la suite (u,) définie pour tout n entier strictement positif par :

u, =9(12+22+...+n2).
n

k=n

If] On peut aussi écrire u a laide de la notation somme: y = ékaz_

n k=1

a. A I'aide d’un tableur ou d’une calculatrice, représenter graphiquement les
50 premiers termes de la suite (u,) .

lf] Sur tableur, utiliser 4 colonnes, une pour n, une pour n? une pour la somme des
carrés et une derniere pour u .

b. Emettre une conjecture sur le type de fonction f telle que, pour tout n
entier entre 1 et 50, on ait u = f(n).

c. Déterminer les coefficients a, b et ¢ de la fonction du second degré
f(x)=ax’+bx+c.

lﬁ Utiliser les valeurs u,, u, et u, pour obtenir un systeme d'équations d'inconnues
ab,c.

d. Vérifier dans le tableur qu’on retrouve bien les valeurs de la suite (u,) .
e. A ’aide de la formule ainsi obtenue pour u , €tablir une formule simple
donnant la somme des carrés des n premiers entiers strictement positifs.

LE FLOCON DE VON KOCH | k%% | & 40 min| » P. 57 |

lf] Le flocon de Koch a été inventé en 1904 par le mathématicien suédois Helge von
Koch et c’est 'une des premieres courbes fractales a avoir été décrites.

1. Soit un triangle équilatéral ABC de coté 10 cm. Son périmetre est p, = 30 cm.
On place les points D et E sur le segment [AB] tels que AD = DE = EB et on
construit un triangle équilatéral DEF a I'extérieur du triangle ABC (fig. 1).

42 Suites numériques



C
Fig. 1

a. On considere la ligne brisée ADFEB. Calculer sa longueur.
b. On effectue la méme construction sur les segments [BC] et [AC] (fig.2).

L EA RS

Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Calculer le périmétre p, de la figure obtenue.

2. On répete cette construction sur tous les segments (fig. 3).

Calculer le périmétre p, de la figure obtenue.

3. On réitere cette construction 7 fois et on appelle p, le périmetre de la figure
obtenue.

a. Quelle est la nature de la suite (p,) ? Justifier.

b. Exprimer p_ en fonction de n.

c. Quel est le sens de variation de cette suite ?

d. Calculer p,,, p,, puis p,, -

On gardera 3 chiffres significatifs et on exprimera ces longueurs en km.
e. Que peut-on dire de p, lorsque n devient tres grand ?

4. Ce « flocon » tient dans le cercle circonscrit au triangle ABC.
Calculer Iaire de ce cercle et en déduire un majorant de I'aire du flocon.

lf] On peut donc théoriquement obtenir ainsi une ligne aussi longue que l'on veut
inscrite dans une aire finie. Cependant, si l'on veut réaliser ces flocons, on
est limités au bout de quelques étapes par la précision de nos instruments et
'épaisseur des traits.
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EXOS & SUJETS

PREPARER UN CONTROLE

LES BASES | k% | & 25 min | » P. 58
1. Restitution de connaissances
1_ n+l
a. Démontrer que : 1+¢g+...+¢" = I 9 avecn €N,
—-q

lf] En appelant S la somme a calculer, calculer et simplifier S —qS .

b. En déduire la formule permettant de calculer la somme des (7 + 1)
premiers termes d’une suite géométrique.

2. La suite (u,) est une suite gé¢ométrique avec u, =l et g =
a. Calculer .

b. Donner I'expression de u, en fonction de 7.

c. Quel est son sens de variation ? Justifier.

d. Représenter graphiquement les 8 premiers termes de la suite.

e. Calculer la somme S'= u, + u, + ... + u,.

3. La suite (u,)est définie par u, =2n+35.

a. Montrer que (u,) est une suite arithmétique dont vous préciserez le premier
terme et la raison.

b. Quel est son sens de variation ? Justifier.

4. Calculer 1 +3+5+--+2 019 Justifier.

1
2

lf] Voir la méthode 3.

EE] coMPTE SUR LIVRET | % [ & 10 min | » p. 59 |

On place 5 000 € sur un livret a 2,5 % d’intéréts annuels.

On appelle u, =5000 et u, le montant sur le compte n années plus tard,
neN.

a. Calculer u,, u, et u,.

l/:] Attention, pour u,, les intéréts sont calculés sur le montant u, ...

b. Quelle est la nature de la suite (u ) ? Préciser sa raison.

c. Exprimer u, en fonction de 7.

d. De quelle somme dispose-t-on au bout de 10 ans ?

e. Combien d’années faut-il attendre pour doubler son capital de départ ?

lf) Utiliser la calculatrice pour obtenir un tableau des premiers termes de la suite.
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COURS

& METHODES

E¥A suiTE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE | ** [ & 25 min | » p. 60 |

. . . 2
Soit (u,) la suite définie par u, =6 et u = gun +1 pour tout n €N,

1. Calculer u, et u,.
La suite (u,) est-elle arithmétique ? Est-elle géométrique ? Justifier.

2. Lorsqu’on calcule de nombreux termes u , on se rend compte qu’ils tendent
vers une valeur limite : 3.

Rédiger un algorithme en langage naturel permettant de calculer les termes

successifs de la suite (u,) jusqu’a ce qu’ils atteignent une valeur inférieure a
3,01 et le rang n correspondant.

3. Soit (v,) la suite définie pour tout n €N par v =u —3.

. g . 2
2. Montrer que la suite (v ) est géométrique de raison — et calculer v,.

lﬁ] Exprimer v_. en fonction de u_, puis remplacer avec l'expression donnée dans
l'énoncé. On veut aboutira v, =gXv .

b. Exprimer alors v , puis u _, en fonction de n.

ALLER PLUS LOIN

EVOLUTIONS SUCCESSIVES | k%% | & 25 min | » P. 61 |

1. Le 1* janvier 2010, le prix d’un objet est P, . Au bout de »n années, le prix
de cet objet est noté P, . L'inflation est de 3 % par an a partir de 2010.

a. Exprimer le prix P, de cet objet au bout d’un an, P, apres 2 ans, P, apres
n années, en fonction de n etde P,.

lﬁ] Le prix au bout de n + Tannées est calculé a partir du prix au bout de n années.
Etablir la relation entre P etP ..

b. Aprés combien d’années le prix de ’objet aura-t-il €té multiplié par 2 ?
Le temps nécessaire dépend-il du prix de départ F, ?

lfb On pourra utiliser le tableau de valeurs de 1,03" obtenu avec la calculatrice.

2. Dans cette question, on suppose que 'inflation est de 3 % une année, —3 %
la suivante (il y a déflation), le cycle se reproduisant par période de 2 ans (+3 %
en 2010, 3% en 2011, +3% en 2012, -3% en 2013, etc.).

a. Quel est le prix de I'objet en fonction de P, au bout de 2 ans ?

Au bout de 4 ans ?
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EXOS & SUJETS

b. On définit la suite (u,) par u, = P, pour tout n €N. Déterminer la nature
de cette suite puis exprimer le prix P, au bout de 27 années.

c. Justifier que la suite (u,) est décroissante.

En déduire que pour toutn: P, <PF,.

d. Aurait-on les mémes résultats si les taux d’inflation et de désinflation étaient
respectivement de i % etde —i % (0<<i<<100) ?

16 T | %% | & 35 min| » . 62

Soit (u,) la suite définie par u, = % etu, = \/Z pour tout n €N,

On admet que u, >0 pour tout n €N,

1. Dans le repére orthonormal (O ; i f), représenter graphiquement sur I'in-
tervalle [0 ; 3], a échelle 5 cm pour une unité, la fonction f(x) = Jx etla
fonction g(x) = x.

2. Placer u, sur I'axe des abscisses, puis son image u, par f sur 'axe des
ordonnées. Lire graphiquement la valeur de u,.

lf? L'antécédent de u, par g est u, sur l'axe des abscisses. L utilisation de ‘69, la « pre-
miere bissectrice », sert a rabattre la valeur u, sur l'axe des abscisses.

3. Déterminer graphiquement de la méme maniere la valeur de u, , puis de u,.
4. Poursuivre la construction autant que possible. Qu’observe-t-on ?
5. On décide alors de programmer I’algorithme en python suivant :

from math import*
u_O=eval(input(“entrer la valeur du premier terme”))
L=[u_0]
foriinrange (1,14):
L.append(sqgrt(L[-1]))
print(L)

o~ O W N -

lf] Linstruction L=[...] crée une liste ; L.append(...) ajoute des éléments a la fin de la
liste ; L[-1] appelle le dernier élément de la liste.

a. Que fait ce programme ?
b. Programmer cet algorithme et le faire tourner pour les valeurs de u, sui-

vantes : i ;0,8 ;2 et 25.
16

Que peut-on conjecturer ?

6. On souhaite répondre a la question

« Les suites de la forme u , = f(u,) sont-elles toujours convergentes ? ».
On considére ici la fonction f(x) = x°.

a. Modifier I’algorithme avec cette fonction.
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b. Choisir différentes valeurs de u, (on se limitera aux cas u, =0).
Conclure sur I'éventuelle convergence de (u,) selon les valeurs de u.

l{b Pour u, > 1, prendre des valeurs treés proches de 1 car les résultats dépassent vite
la capacité de calcul de l'ordinateur.

DES LAPINS AU NOMBRE D'OR | %% | & 50 min | » p. 63 |

On consideére le probléme posé par Leonardo Fibonacci au xmre siécle : « Un
homme met un couple de lapins nouveau-nés dans un lieu isolé de tous les
cotés par un mur. Combien de couples obtient-on en un an si chaque couple
engendre tous les mois un nouveau couple a compter du troisiéme mois de
son existence ? »
Pour répondre a cette question, posons 4 le nombre de couples adulteset 7,
le nombre de couples immatures a la fin du #° mois. Alors, a la fin du premier
mois, 4 =0et I =1.
A la fin du 2¢ mois, le couple immature devient adulte, et a la fin du 3¢ mois, le
couple a engendré un couple de lapereaux.
Les relations de récurrence liant ces suites sont donc :

I =AetAd =A+I.

1. Sur tableur, calculer les 30 premiers termes de chaque suite.

If] On pourra mettre les valeurs de n dans la colonne A, les valeurs de A dans la
colonne B et les valeurs de /| dans la colonne C.

En déduire, dans une 4¢ colonne, le nombre total de couples de lapins a la fin
du n¢ mois. On notera cette suite (7)) .

2. Démontrer que pour tout n €N, T =T, +T,.Cetterelation de récur-
rence définit la suite de Fibonacci pour 7, =1 et 7, = 1.

e - Lo Lo _ L
3. Déduire de cette relation que —*= X ]'1—+ = % +1.

n+l n n

. . . . T *
4. On s’intéresse maintenant a la suite définie par u, = 7’1—“ pour n €N,
n

Dans une nouvelle colonne du tableur, calculer les 29 premiers termes de la

suite (u,),en faisant apparaitre 8 décimales.

Quelle conjecture peut-on faire concernant cette suite ?

5. On admettra que la suite (#,) tend vers une valeur limite notée @ et que ¢

est la solution positive d’une équation du second degré : x* = x +1.

Si le chapitre « second degré » a déja été étudié, montrer que la valeur exacte
1+5

de ¢ est . Le nombre ¢ est appelé nombre d’or.

6. a. A I’aide du tableur, déterminer a partir de quel rang n,
b. Ecrire un algorithme qui permet de déterminer ce rang n.

u, - ¢ <107,
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E¥ caLcuL DE U,

A =2xP+ax1+1=~7 ;u =V2x2+4x2+1=17 .
iy, = N2x50% +4x50+1=/5201.
b-ul=3—%=1;u2=3—%=2;u50=3—%=2,96.

cu  —u =3<u,  =3+u donc:

u =uy, =3+u, =3+7=10; u, =u,, =3+u =3+10=13.
(u,) est arithmétique de raison r = 3, et de premier terme u, =7 .
Donc, pour tout n €N, u = u, +rn =7+ 3n d’apres le cours I1.2.

Donc u,, =7+ 3 x50 =157.

d. Pour tout n €N, u  =-2u , donc (u,) est géométrique de raison ¢ = —2.
Son premier terme est u, = -3.

u, =u,, =-2Xu =-2x(-3)=6.

Donc pour tout n €N, u =u x¢"" d’aprésle cours IL.2., u =-3x(-2)"".

Pour n =50, u, =-3x(-2)" =3x2% =1,69x10" a 10" pres.

I3 suiTES ARITHMETIQUES

Si on note u, le premier terme et r la raison de la suite arithmétique (u,) :
u, =u,+rxn.

[u4=12=uo+4r
a.

u9:—8:u0+9r

Par soustraction membre a membre :
L-12=9r-dre-20=5ror=-4.

lﬁ) Autre méthode : On peut utiliser directement la formule du cours I1.2. :
Uy=u,+(9—-4r &—-8=12+5r 5r=-20 s r=—4.

Dot u, =12 =u, +4x(-4)=u,-16 & u, = 28.
(u,) estla suite arithmétique de premier terme v, = 28 et de raison r = —4.
D’out u,, =28 — 4 x 20 = -52.

lf] Voir la méthode 2.

u, =7=u,+27r
b. 15 .
U, = 7 =u, + Or
Par soustraction membre a membre :

7—E=17r<:>ﬁ=17r<:>ﬁxi:r<:>g:r.
7 7 17 7

lf] Une autre méthode consiste a utiliser la relation: u,, =u, +17r.
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On en déduit : E:uo+10><%=u()+@,d’of1 uoz_—s.
7 7

. e . . 5 . 2
(u,) estla suite arithmétique de premier terme u, = T et de raison r = e
5 40 35

D’oﬁum:—§+%x20:—7+7 7

5.

[E} suiTES GEOMETRIQUES

a. u, = u X q donc u, = 5x(-3)=-15.

n—1

Pourn =1:u, =u xq" donc:
u, =5x(=3)"" =5x(=3)" = 23914 845,

lf] La suite a pour premier terme u,, d'ou la puissance (n—1).

n 5

b. u =u,Xq , donc u5=—20=u0><q,
9 5 4 4
et uy=-80=u,xq =u,xq xq" =-20q".

lﬁ On peut aussi écrire directement u, = u, xq* d'aprés le cours lI.2.

—802—20Xq4<:>q4=i;g:4
¢ =V4=2

&q=2 oug=-2.
lf] g’ ne peut pas étre égal a -2.

*Si g =+2,

=20 = u, x (\V2) = 4\/§u0 Suy = 20 _ -5 _ 52

W2 2 2
Donc u,, = u, X (\/5)24 =u, x 2%,
donc u,, = —%xz'2 = —5v2 x 2" = -10 240V2.
*Si g =—/2, =
_20=u0)((—\/§)5=—4\/§u0<:>u0=——20=£.
5 A 42 2
Donc u24=¥(—J§)2“:¥x2”:102406.
cou,=u Xq"" o u =u xq’
©27=8xq"
op-Z-2 (Foq-2
=323/ iy
7 7
Alors:ulszug><q”’8:27><é :27><3_7:M_
2 128
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MONOTONIE

a u = +2n+1-n"=2n+1=1+2n.

(u,) est une suite arithmétique de premier terme 1 et de raison r = 2 car elle est
du type u, +rn.

2>0,donc (u,) eststrictement croissante.

b.u, =-5x(=2)" estdutype u, =u, xq" donc (u,) est une suite géométrique
de raison ¢ = -2 ; comme ¢ <0, alors (u,) n’est ni croissante, ni décroissante.

5 1 n
c.u =—=5x% (—
"3 3
premier terme u, = 5.
Ona 0<g<I1etu,>0,donc (u,) eststrictement décroissante.

S . 1
,donc (u,) est une suite géométrique de raison ¢ = 3 et de

7 7 . . .
du -u=—ou =u——=u +ravec r=—. (u ) estune suite arithmé-
n+l n 2 n+l n 2 n 2 n

tique de raison >0, donc (u,) est strictement croissante.

IEl sommMons

1. a. Ecrivons cette somme deux fois, I’'une en-dessous de I'autre, et écrivons la

seconde a rebours. Ensuite, nous additionnons ces 2 lignes :
I+ 2 +..+4(n-1)+n

n+(n—-0D+...+ 2 +1
(nm+D+(m+D)+...+(n+D)+(n+1)
Le total est n fois (n + 1) donc nous avons :

_n(n+1)

= .

b. Les n premiers termes vont de u, a u,, donc on cherche a calculer :
S =uytu+...tu =u + @ +1xr)+...+ @, +nr).
S =(n+D)xu +rx(1+2+...4+n)

rn(n+1)

2x(1+2+...+n)=n(n+1)soit: 1+2+...+n

Donc d’apreslea.: S = (n+1)xu, +
2u, +rn

Sﬂ=(n+1)[u0+%]=(n+l)>< .

u +u
Etdonc S, =(n+1) 02 u

2. a. Premiére méthode
On peut voir S, comme la somme des 100 —19 +1 =82 premiers termes d’une
suite arithmétique (u,) de premier terme u, = 19 et de raison r = 1.

Avec la formule démontrée au 1. b. on trouve :

S1:82><19+¥:41x119:4879.

Deuxiéme méthode
S, =1+2+...+100-(1+2+...+18).

On utilise alors le 1. a. :

g 2 100x(100+1) 18x(18+1)

! 2 2
=50x101-9x19 =4 879.
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b.

lf] ILfaut d’abord identifier la nature de la suite dont on ajoute les termes.

L’écart entre 6 et —42 n’est pas le méme qu’entre —42 et 294.

Ce n’est pas une suite arithmétique.

Cherchons si ce sont les termes d’une suite géométrique :

6x(=7)=-42 ; 42 x (-7) = 294.

Cela semble correspondre a une suite géométrique de raison —7 et de premier
terme u, = 6. Voyons si 34 588 806 est bien un terme de cette suite.

Sur la calculatrice, on entre la formule Y = 6 X (=7)" X pour obtenir le tableau de
valeurs des termes de cette suite. On trouve u, = 34 588 806.

lﬁ] Pensez a remplacer n par X dans la formule sur calculatrice.
Réglez ensuite la tableau de valeurs en prenant X =0etunpasde 1.

Alors S, est la somme des 9 premiers termes de cette suite géométrique :
1-¢° 1-(=7)
S, = u, X =6Xx
l-g¢g 1+
c. =3, 1, 5 sont les trois premiers termes d’une suite arithmétique telle que
u,=-3 et r=4. Alors :
u =u,+me5ST=-3+4n<60=4n<n=15.
-3+57

= 30 265 206.

=16x27 =432.

+
S3=u0+ul+---+u15=(15+1)x%=16x

I3 raDIOACTIVITE

Partie A. 1. u représente la quantit¢ de tritium présente au bout de
(n+1)x12,32 =nx12,32 +12,32 ans, c’est-a-dire la moitié de la quantité pré-

n

sente au bout de nx 12,32 ans, donc u,,, = %u .

2.Onen déduit que (u,) est une suite géométrique de raison — et de premier terme
u, = 33. 2

1 n
3. Alors u = u,xq",donc u, =33x(—-| .

2
4. En dressant le tableau de valeurs sur la calculatrice, on voit que :

u; =1,03>1 et u, = 0,52 <1.
Donc, au bout de 6 x 12,32 ans, il reste moins de 1 g de tritium, soit au bout de

73,9 ans.
PartieB.1.v  =v —v X = =y (1_ 5’5).

n+ n n 100 n 100
v ., =0,945v ,donc (v,) est une suite géométrique de raison 0,945 et de premier
terme v, = 33.

22y

from math import*

n = int(input(“Entrer l'année choisie :")
v_n = 33*0.945**(n-2002)

print(“Il restera ", v_n, “g de tritium en”, n)

A oo N -
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3. Fin 2003, les rejets de 2002 se sont désintégrés en partie, donc il reste :
v, =33x0,945 = 31,19 g de 2002, auxquels on ajoute les 33 g libérés en 2003,
ce qui représente 64,19 g.
4. Fin 2004, la quantit¢ de tritium présente sur les rejets de 2002 est
v, =33x% 0,945% = 29,47 , et sur les rejets de 2003, c’est v, donc:

vyt v, +v, =93,66¢.
5. Fin 2064, la quantité de tritium présente serait :

1- 4% 1-0,945%
q (carg #1)=33x ———
1-¢ 1-0,945

=~ 583.

V0+V1+...+V62=V0X

Il resterait 583 g de tritium.

EMPRUNT

a. La premicre mensualité est = 500 + % x 15 000 =1 400 €.
Ensuite, il reste 15000 — 500 = 14 500 € de capital a rembourser.
La 2¢ mensualité est donc : u, = 500 + % x 14 500 =1 370 €.

Il reste 14 500 — 500 = 14 000 € de capital a rembourser.

La 3° mensualité est u, = 500 + % %14 000 =1 340 €.

b.

1 from math import*

2 n=int(input(“Entrer le nombre de mois écoulés :")
3 S=0

4 C=15000

5 foriinrange(n):

6 u=500+6/100*C

7 S=S+u

8 C=C-500

9 Print (“La somme totale versée est:", S, “euros”)

l{b La boucle for peut aussi s'écrire « for i in range (0,n) » mais attention, il faut sa-
voir que cette instruction n’effectue que n boucles et pas n+1 (alors qu'il y a n+1
valeurs de 0 a n). Cette instruction permet d'accepter n = 0.

c. La suite semble arithmétique de raison —30 car, d’un terme au suivant, on
soustrait 30 € . Calculons u  —u, pour le prouver, C étant le capital restant
avant la n° mensualité :

1

=500+ -2 C et u_ =500+ - x(C—500) donc:
" 100 2 100

U —u =2 x (€= 500)~ 2 x € = 5 x (=500) = 30.
" " 100 100 100
u . —u, estconstant, donc (u,) est une suite arithmétique de raison —-30 et de

premier terme u, = 1 400.

52 Suites numériques



d.Onadonc:
u =u +rx(mn-1)=1400-30x (n-1).

lﬁ Il faut étre vigilant sur l'indice du premier terme de la suite lorsqu’on donne la
formule générale.

A raison de 500 € par mois, le capital de 15000 € est remboursé en :

N = M = 30 mois.
500

lﬁ'] Attention, le capital est remboursé avant que u, ne soit égala 0!
La derniére mensualité est donc :
u,, = 1400 —30x(30-1) = 530 €.
e. La somme totale remboursée est la somme des premiers termes d’une suite
arithmétique :

N x (u,+u,) 30 x (1400 +530)
2 B 2

u tu, +. o+, = =28 950 €.

lib Voir le cours Il.4.
Donc le colit de I'emprunt est 28 950 — 15 000 = 13 950 €.

Y incoNNUE
Si on note r la raison de la suite arithmétique, les quatre termes consécutifs de la
suite peuvent €tre appelés u, w, =u, +r, u, =u, +2r et u, = u, +3r.
D'ou: u, +u, +u, + u, = du, +6r = -22u, +3r=-1 (1)
ug + “12 + ”22 + u32 = ug + (ué + 2uyr + r*) + (ué +dur + 4r*) + (ué + 6u,r + 9r?)
= 4u§ +12u,r + 1477 =46  (2).

lﬁ) (a+b)*=a*+2ab+b’.

Pour simplifier la relation (2), on éléve au carré les membres de la relation (1),
alors :
4u} +12ur +9r* = 1.
Par soustraction membre a membre, on obtient :
141° —9r* =45 & 5r° =45

=9

Sr=3ou-3.
Sir=3:
M e2u +9=-12u =-10=u, =5, les termes suivants de cette suite
¢tant alors w, = -2, uw, =1, u, = 4.
Sir=-3:
MHe2u-9=-12u, =8u,=4,u, =1, u,=-2,u,=-5.
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E) cconoMisoNs

1. Une suite est arithmétique lorsque ses termes s’obtiennent en ajoutant toujours
la méme valeur d’un terme a l'autre. Ici, on ajoute 20 cents d’une semaine a la
suivante, donc cela correspond a une suite arithmétique de raison 0,20 et de pre-
mier terme u, = 5.

2. On en déduit que u, = 5+0,2n ,d’ou u,y =5+ 0,2 x 20 = 9 euros.

3. Il s’agit de représenter la fonction u définie par u(n)=0,2n+5 qui est I'en-
semble des points d’abscisse n entiére d une fonction affine.

lﬁ) Voir le cours I1.3.

2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30~

4. a. Voir ci-dessus : on trouve n = 25, donc a la 26° semaine.
b.

u<0

n<0

Saisir S

tant que u < S faire
nen+1
u<u+0,2

c. On cherche 7 tel que u = 10.
u =105+02n=10<02n=5

@nB% car 0,2>0< n = 25.

>

Donc, a partir de la 26° semaine, il touchera plus de 10 € .

lﬁ Attention aux indices ! Ici, u, est la somme recue la premiére semaine, donc u,,
la 2¢ semaine ... u,,, la 26° semaine.
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S5.a. On veut déterminer n tel que S =150 ou S désigne la somme

u, +u +...+u des n+1 premiers termes de la suite arithmeétique.

0 n
+1)(u, +
Alors S = w d’apres le cours, 11.4.

2
s =150 BN+ 1) 5,

Sm+DS+(5+0,2n)) =300 car 2>0
< (n+1)(10+0,2n) = 300
< 0,2n* +10,2n +10 = 300.

b. Voici deux algorithmes possibles. Le premier utilise la formule calculée
ci-dessus. Le second fait la somme terme par terme comme a ’exercice 6.

from math import*
def f(n):
return 0.2*n**2+10.2*n+10
n=0
while f(n) < 300:
n=n+1
print (“Il faudra attendre”, n, “semaines”)

NOoN O BWN -

1 from math import*

2 S=0

3 while S < 150:

4 u=5+0.2*n

5 S=S+u

6 n=n+1

7 print (“Il faudra attendre”, n, “semaines”)

lﬁ) n ne doit étre incrémenté (augmenté de 1) qu'apres avoir calculé u .

La réponse obtenue est n = 21, donc a partir de la 22¢ semaine.

lfb Voici la résolution algébrique de cette inéquation du second degré aprés avoir
étudié le chapitre 3:
0,2n*+10,2n+10=300 ¢ 0,2n* +10,2n—290=0.
Pourunetelleinéquation,déterminerle signedupolynéme 0,2x*+10,2x —290.
A=10,2"-4x0,2x(—290)=336,04>0, donc ce polyndme a deux racines :

. —b-JA _ -10,2—/336,04 7134107 prés:

! 2a 2x%0,2
. —b+yA _-10,2+/336,04 2032410 prés.
2a 2x0,2
Comme a>0, on en déduit :
X —c0 X, X, —o0
0,2x?+10,2x - 290 + 0 - 0 +

Comme nE€N, n=0 donc S =150 n=x,.lIlne percoit son argent de
poche qu’une fois par semaine, donc la réponse est un nombre entier : 20,3
semaines n'aurait pas de sens. Donc a partir de n=21, il aura assez d'argent,
c’est-a-dire a partir de la 22° semaine.
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SOMME DES CARRES DES PREMIERS ENTIERS NATURELS

a. Sur tableur.

—Pour u, : dans la cellule A2, mettre la valeur 1.

Dans la cellule B2, écrire la formule : = A2"2.

Dans la cellule C2, écrire la formule : = B2.

Dans la cellule D2, écrire la formule : = 6/ A2*C2.

—Pour u, : dans la cellule A3, écrire la formule : = A2 +1.

Dans la cellule B3, écrire la formule : = A3"2 (ou copier-coller B2).
Dans la cellule C3, écrire la formule : = SOMME ($B$2 : B3) (ou = C2 + B3).
Dans la cellule D3, écrire la formule : = 6/ A3*C3

(ou copier-coller D2).

On étend ensuite la ligne 3 jusqu’a la ligne S1.

1 n n? Somme des n? u
2 1 1 1 6
3 2 4 5 15
4 3 9 14 28
5 4 16 30 45

lf] Sur tableur, le $ placé avant la référence d'une case permet de bloquer cette
référence lorsqu’on recopie une formule : ici, on veut que la somme commence
toujours a la valeur 1 placée en B2 quand on descend. On aurait pu noter seule-
ment B$2 car le B ne varie pas de toute facon a la recopie vers le bas.

Puis avec I’assistant graphique, on obtient en choisissant le type « diagramme
XY » (valeurs X de A2 a A5l et Y de D2 a D51):

2500

2000

1500

1000

500

0 5 10 15 20 25 30 35

b. Cette courbe ressemble a une portion de parabole, donc on peut conjecturer
que f est une fonction polynomiale du second degré.
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c. Soit f(x)=ax>+bx+c. On sait que u=fM=6 ; u,=f(2)=15 et
u, = f(3) =28, donc on doit résoudre un systeme de trois équations a trois in-
connues :

a+b+c=6 a+b+c=6
da+2b+c=15 &< 3a+b=9 (L,-L)
9a +3b+c=28 Sa+b=13 (L,-L)
at+b+c=6
1{ 3a+b=9
2a =4 (L,-L)
a=2 a=2
P 6+b=9 4 b=3
2+b+c=6 c=1

Onadonc: f(x)=2x"+3x+1.

d. Sur le tableur, dans la case E2, on entre la formule : =2* A2"2 +3*A2+1,
puis on recopie vers le bas et on compare avec la colonne D et le graphique : on a
bien retrouvé u, .

e.u":2n2+3n+1<:>é(12+22+...+n2):2n2+3n+1
n
<:>12+22+...+n2=%><(2n2+3n+1)

, _2n°+3n’+n
—

s1P+2+...+n

F¥l LE FLOCON DE VON KOCH

1.a. AB = 10 cm et [AB] a été divis¢ en 3 morceaux égaux donc

AD =DF =FE =EB = ? cm et ADFEB mesure 4x%= 4?0 ~ 13,3 cm.

bh. L étoile obtenue a la fin de cette premiére étape a donc pour périmetre :

40
p1=3x?:40cm.

. . . 10 10
2. Pour le segment [AD] : il est divisé en 3 parties de 5 < 31— ry cm.

On en conserve 2, et on ajoute 2 segments supplémentaires de la méme longueur.

Au total, le segment [AD] est remplacé par une ligne brisée de longueur :

4 10 40

=X — =

3 3 9

La figure 3 est composée de 12 lignes brisées comme celles-ci, donc la longueur

totaleest: p, =12 x % = ? =~ 53,3 cm.

3. a. A chaque étape, chaque segment est divisé en 3, puis on trace une ligne brisée
en lui ajoutant 2 segments, donc chaque segment est remplacé par une ligne brisée

dont la longueur est g fois plus grande. Au total, le périmetre du flocon est donc

o 4 4
multiplié¢ par 3 SDp,, = 3 Xp, .

ST . 4
(p,) est donc une suite géométrique de raison 3
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b. p, = p0><q”=30><(§>.

4 . (4) . .
c. 5 >1 donc la suite 3 est strictement croissante.

De plus, p, >0 donc la suite (p,) est strictement croissante.
20

d. p,, = 30X (% =~ 9460 cm ,soit 0,095 km.

4 50

S 5,30 x 107 cm, soit 530 km.

100
Dion = 30X i 9,35 % 10" cm, soit 935 millions de km.
100 3

Py, = 30X

e. p, semble augmenter a Iinfini lorsque n devient trés grand.

4. On considére la hauteur du triangle ABC issue de A. Elle coupe [BC] en H tel
que H est le milieu de [BC] puisque ABC est équilatéral.
D’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle ABH rectangle en H :

AB’ = AH’ +HB’ & AH* =10 -5’ =75 AH =75
De plus, dans un triangle équilatéral, la hauteur est confondue avec les médianes
et les médiatrices, donc le centre du cercle circonscrit est le centre de gravité et il

2
est aux 3 du segment [AH].

2 103

Donc le rayon du cercle cherché est : R = 3 x 75 =

2
%) =nx%z105cm2.

=~ 5,77 cm.

L’aire du cercle est donc : TR* = 1 x (

Le flocon étant a I’intérieur de ce cercle, il a une aire inférieure a 105 cm?.

E¥] LEs BASES

I.a.Posons § = I+q+...+¢". Alors:
gxS, =gxl+qxq+..+q"xq=qg+q +..+q"".
Soustrayons membre a membre ces deux égalités, les termes ¢, ¢°...., ¢
s’éliminent, il reste S, — ¢S, =1-¢"".
Soit: (1-¢)S, =1-¢"".
b. Si le premier terme est u,, ona:
U, u o u, = ugFug X g+ uy X q"

n

n+l

l-g¢
1-¢q '

=u,X(I+q+...+4")=u,x

2. a. D’apres la formule du cours : u, = u, x g%, donc:
4
ou =1x2" o u, =16.

1= u,x|=

1)"
5] -

c.u,>0 et 0<¢g <1, donclasuite (u,) est strictement décroissante.

b.u =u,xq" =16 x
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Ul 6
14
12
10

=

(5]

NS e e
'

0 1 23 456 7%x

ENEVS)

S

_ Dremces . )
e.S=u, +u + ..+ u, doncd’apresla question 1. :

21 21
ey .
S=16><—21=16x+=32><<1—(—) )
1—— -~ 2
2 2

5= 2097151
65536
3.a.u =2n+5,donc u,  =2(n+1)+5=2n+7.
Dou:u,  —u =02n+7)-2n+5)=2cu,  =u +2.
(u,) est bien une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme
u,=2x0+5=>5.
b. r>0 donc la suite (u,) est strictement croissante.
4.1, 3, 5 sont les premiers termes d’une suite arithmétique (u,) de raison r =2
et de premier terme u, = 1.

Il faut trouver le rang N du nombre 2 019.
Oru,=2019=u+rxN<2019=1+2N <2018=2N <1009 = N.

1
(N + )(2u0+uN) _ Log0x L2019

1+3+5+...4+2019=1020100.

1+3+5+...+2019 =

lib Voir le cours I1.2. et 4. en cas de difficultés.

EE] coMPTE SUR LIVRET

a. u, =5000+5 000><12(’)g

u =5125+5125><2’—5z5253,13€51 107 prés.
: 100

=5125¢€.

u, = 5253,13+5253,13 x 12(’)3 ~5384,46 € a 10”7 pres.

=u +u X % =u, X (1+0,025) =u, x1,025.
(u,) estune suite géométrique de premier terme u, = 5 000 et de raison ¢ = 1,025.

b. u
n+l
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c. On en déduit que :
u, =u,xq" =5000x1,025"

lﬁ Voir le cours [Il.2. et 4. en cas de difficultés.

d. u,, = 5000 x 1,025 = 6 400,42.

On dispose de 6 400,42 € au bout de 10 ans.

e. On veut atteindre 10 000 € .

A I’aide de la fonction TABLE de la calculatrice, on constate que u,, =9982,48 €
et u,, =10232,04 €, donc il faut attendre 29 ans pour doubler le capital initial.

lf] Le tableau de valeurs s'obtient par la formule ¥ =50007*1,252X, ou X démarre
aOavecunpasdel.

SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE

I u, :£u0+1:%><6+1=5.
3 3
u, =zu]+1=zx5+1=2.
3 3 3
u —u,=1#u, —u,donc (u,) nest pas arithmétique.
13
31
H_ 3 et H_3 _ 13 # Bl , donc (u,) n’est pas géométrique.
u, 6 u, 5 15 6
2. Il s’agit d’une boucle tant que :
u<6
n<0
Tant que u > 3,01 faire :
U< 2/3*u+1
n ¢ n+1

En rédigeant ce programme sur calculatrice ou en utilisant le mode « suites récur-
rentes » de la calculatrice, on obtient : u, < 3,01 a partir du rang 15, et u, ;= 3,007.

lﬁ] Voir les exercices 8 ou 16 pour des algorithmes en python permettant de déter-
miner le rang auquel un seuil fixé est atteint.

2
3.a.v, =u —-3,doncv =u -3 avecu  =—u +1.

=%u +1—3=%u —2=%u —gx3=g(

=3
n+l 3 n 3 n 3 n 3 3 un )

=] Evn’

2
donc v est géométrique de raison g = 3 etv,=u,-3=6-3=3.

n

b. Alors v =v, xq" soit v =3X

bl

2

n

doncun—3=3><(§),soitun=3>< + 3.
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[ EvoLuTIONS SUCCESSIVES
1. a. 11:1;+P0><i=11,(1+i)=1,0313.
100 100
P=P+Px— = 1,03 (=1,03°P)).
100

2 1 1

n+

P, =P +P xi=1,03p.
n n 100 n

lib Rappel de seconde : 1,03 est le coefficient multiplicateur correspondant a une
augmentation de 3 %.

Donc (P)) est une suite géométrique de premier terme P, et de raison 1,03, donc
P =1,03" x P, pour tout n €N.
b. On cherche le plus petit entier n tel que P = 2F, :

P =2F <1,03"x P, =2PF <1,03" =2 car F,>0.
Sur la calculatrice, on entre la formule Y = 1,03" X dans le tableau de valeurs.
On obtient 1,03* = 1,97 <2 et 1,03* =2,03>2,
donc le prix initial est doublé au bout de 24 ans.
Le temps nécessaire ne dépend pas de P, , car la résolution améne a 1,03" = 2 ou
P, m’apparait pas.
2. a. Augmenter F, de 3 % revient a multiplier par 1,03.
Diminuer le prix £, =1,03x F, de 3 % revient a le multiplier par 1- % =0,97.
Ainsi P, = 0,97 x P, = 0,97 x1,03x P,

=0,9991P,

Au bout de 4 ans, P, = 0,97 x (1,03 x P))
=0,9991P,
b. On a donc :
u =P =0991PF =0,991u, et u, =P, =0,9991P, =0,9991u,.
De méme :
P,.,=0,97x(,03P, )=0,9991P, ,soit u

2n+2

= 0,991 x u.

1

La suite (u,) est donc une suite géométrique de raison 0,9991 donc :

u ,=0,991xu et P, =0,9991"P,.
c. 0<u, et 0<0,9991<1, donc la suite (u,) est strictement décroissante.
On en déduit que u, <u,,d’ou: P, <P,

d. Avec un taux de 7 % , la raison de la suite (P, ) serait :
2 2
(1+;)(1_;):1_;+;_1_:1_1_,
100 100 100 100 10 000 10 000
)
i
10 000

Or0<l1-

<1, donc la suite (P,,) est toujours strictement décroissante.
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Hi suite v, - flu)
1.

Y @

2.0nlit: u, = 0,25.

3. u,=0,5 puis u, = 0,65.

4. On observe que les termes u, augmentent et se rapprochent de I'abscisse du
point d’intersection de <6_ et <6g, c’est-a-dire que les termes u, semblent se rappro-
cher de la valeur limite 1.

5. a. Ce programme commence par créer une liste contenant u, . Ensuite, il répéte
13 fois (i va de 1 a 14-1=13) un calcul qui consiste a prendre la racine carrée du
dernier terme de la liste, et a ajouter le résultat a la fin de la liste.

Autrement dit, il calcule \/Z =u,, u, est mis a la fin de la liste, puis il calcule
\/uT =u,, u, estmis a la fin de la liste, etc... jusqu’a \/E =u,.

Et a la fin, le programme affiche la liste, donc il affiche la liste des 15 premiers
termes de la suite ().

b. Il semble que quelle que soit la valeur choisie pour u, la suite tend vers la méme
limite : 1.

6. a. Il suffit de modifier la ligne 5 par : L.append(L[-1]**2).

b.Si 0 < u, <1, lasuite (u,) semble converger vers 0.

Par exemple, avec u, = 0,9, on obtient :

[0.9, 0.81, 0.6561000000000001, 0.43046721000000016, 0.18530201888518424,
0.03433683820292518, 0.001179018457773862, 1.390084523771456¢-06,
1.9323349832289153e-12, 3.733918487410292¢-24, 1.3942147270624363¢-47,
1.943834705157784e-94, 3.7784933609758484e-188, 0.0]

l{b La derniere valeur n'est en réalité pas exactement égale a 0, mais elle en est
tellement proche qu'elle dépasse la précision d'affichage de l'ordinateur.

Si u, =1, la suite est constamment égale a 1.
Si u, >1, alors la suite semble diverger ( tendre vers +oo).
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COURS EXOS e

& METHODES & SUJETS

Par exemple, graphiquement avec u, = 1,05 :
y

S YR Mol S A PR A )

X
3 2,

Le logiciel quant a lui renvoie une erreur pour des valeurs de u, trop grandes,
mais pour 1,05, on obtient :

[1.05, 1.1025, 1.21550625, 1.4774554437890626, 2.182874588381936,
4.764941468603607, 22.7046671992183, 515.5019126272593,
265742.2219223625, 70618928512.23416, 4.987033064216039%¢+21,
2.487049878358401e+43, 6.185417097442538e+86, 3.8259384669334475¢+173]

DES LAPINS AU NOMBRE D'OR

1. Cellule A2 : 1 ; cellule B2 : 0 ; cellule C2 : 1.

Cellule A3: = A2 +1 ;cellule B3: = B2+ C2 ;cellule C3: = B2.
On étend la ligne 3 jusqu’a la ligne 31.

Pour la suite (7)) :

dans la cellule D2 : = B2+ C2.

On étend cette formule jusqu’a la case D31.

c D
1 n A I T
Bl 0 1 1
EN 1 0 1
W 1 1 2
Kl 2 1 3
Ml s 3 2 5
KA - 5 3 8
2. Pour tout n €N :
T,=4.,+1..
Or An+2 = An+l +In+1 = T;z+1 et In+2 = An+1 = An +In = Tn’ donc :
T.,=T,+T,.
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3. En divisant membre a membre par 7, (# 0 car c’est un nombre de lapins) :

T+2 T +1 +1
R, — Ly B L 1
D’ou la relation :
n+2 X n+l — n+2 X n+l — Tn+l + 1
T T T T T
n+l n n n+l n

4. Colonne E du tableur, on entre en E2 la formule : = D3/ D2.
On étend cette formule jusqu’a la ligne 30.
Il semble que les termes de la suite (z,) convergent vers la valeur 1,618 033 99.
5. x=x+lex’*-x-1=0.
A=b*—4ac= (-1 —4x1x(=1)=5>0 doncil y a deux racines :
~b—~A 1-5 ~b+~A  1+5
X, = = et x, = = .
2 2 2 2
Seule cette derniére solution est positive, c’est @.
6. a. Dans la cellule F2, on saisit : = ABS(E2 — (1+ RACINE(5))/2),
on I’étend avec la poignée de recopie et on constate que :
|u, — ¢| <107 & partir de n =15.

lf] Penser a augmenter le nombre de décimales de 'affichage.

b.
1 from math import*
2 A=1
3 1=0
4 T=1
5 U=0
6 n=0
7 while abs (U - (1+sqrt(5))/2) > 10** - é:
8 I=A
9 A=T
10 T=A+1
11 Uu=T/A
12 n=n+1
13 print (n)

T

2

lf] Ce programme doit commencer a n = 0 car on commence avec u, = 7 etn=1
1

des la premiere boucle.
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COURS

& METHODES

EXOS

& SUJETS

3 Fonctions polynomes
du second degreé

Bl FONCTION PRODUIT DE DEUX POLYNOMES
DU PREMIER DEGRE

On considere une fonction f définie sur R par f(x)= (mx+ p)(nx+q),
ou m,n, p,q sont des constantes tellesque m#0 et n 0.

1. Solutions de l'équation f(x) = 0

Rappel : Un produit est nul si, et seulement si, I'un des facteurs est nul.
f(x)=0 & (mx+ p)nx+q)=0
o mx+p=0ounx+qg=0
P 4

S X=——0UuU X =—
m n

Cas particulier :
Si f(x)=k(mx+ p)*, ou k,m,p sont des constantes avec k #0 et m# 0,
alors :
f(x)=0 @kx(mx+p) =0
e (mx+p)Y =0 (on divise par k # 0)
emx+p=0

ox=-L (car m #0)
m

2. Signe de f(x)
. _» 4 1o
m n
Signe de mx + p signe de —m (I) signe de m (:) signe de m
Signe de nx +¢q signe de —n signe de —n (:) signe de n
. S signedemn 0 signe de—mmn (|) signe de mn
f(x) = (mx + p)(nx + q) | |

3. Forme développée de f

La fonction f:x~— (mx+ p)nx+q) avec m#0 et n=#0, peut aussi
s’écrire sous forme développée f : x — ax’ +bx+c avec a #0.
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31 FONCTION POLYNOME DU SECOND DEGRE

1. Forme développée

DEFINITION :

On appelle fonction polyndme du second degré toute fonction f définie sur R
par: f(x)=ax’+bx+c,ou a, b et ¢ désignent des réels quelconques avec
a#0.

a s’appelle coefficient du terme de plus haut degré,

b s’appelle coefficient du terme de degré 1,

¢ s’appelle coefficient constant.

A partir de maintenant, a, b et ¢ désigneront trois réels.

-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

2. Forme canonique

PROPRIETE :

Toute fonction polyndme du second degré f : x +— ax’ +bx +c ,avec a # 0,
peut s’écrire sous forme canonique :

f(x)=a(x-a)” +P, avec ocz—% et B=f(a).

3. Discriminant

DEFINITION :
On appelle discriminant de la fonction f :x— ax’+bx+c avec a#0,
le réel A :

A =b*—4dac

l{b La forme canonique de f s'écrit alors : f(x) = a<x+—

4. Racines et factorisation éventuelle
DEFINITION : On appelle racine de la fonction polyndome f'du second degré toute
solution de I’équation f(x) = 0.
THEOREME :
Soit f:x+ ax’ +bx+c avec a # 0. Alors :
*1cas: A>0, fadmet deux racines distinctes x, et x, :
~b—~/A —b+~JA
X =————e¢etx, =——.
2a 2a
Pour tout réel x, f(x)=a(x—x)(x-x,).

*2¢cas: A =0, fadmet une unique racine (dite double x,): x, = —2i.
a

Pour tout réel x, f(x) = a(x - x, ).
* 3¢ cas : A<0, fn’admet pas de racine réelle et 'expression f(x) ne peut
étre factorisée dans R.
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5. Signe de f(x)

THEOREME :

Soit f:x+— ax’+bx+c avec a#0.

*1°cas: A>0

Notons x, et x,,avec x, <Xx,, les racines de f'.
Le tableau de signe de f* est le suivant :

X —00 X] X +oco

o

signe de f(x) signe de a (:) signe de (—a) (:) signe de a

Ifb On retient : f(x) est du signe de a a « l'extérieur des racines » et du signe de - a
entre les racines .

e2¢cas: A=0

X —oo XO +oo
S : :
signe de f(x) signe de a 0 signe de a

l/:] On retient : f(x) est toujours signe de a, et s'annule en x,.

*3¢cas: A<0
f(x) estdusigne de a pour tout réel x.

l{b On retient : f(x) est toujours signe de a.

6. Somme et produit des racines

PROPRIETE :

Soit f:x— ax’ +bx+c avec a # 0.

On suppose ici que A = 0.

En notant s la somme de ses racines (s = 2x, si A =0) p le produit de ses ra-
cines (p = xé si A =0), on obtient alors les relations :

b c
s=——¢ct p=—
a a

l{b Déterminer deux réels x, et x, connaissant leur somme s et leur produit p
revient a déterminer les racines de la fonction polyndme du second degré :

X=X —sx+p.
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METHODE I

Factorisation a l'aide d'une racine évidente

ou d'une identité remarquable

=>» Voir les exos 2, 3, 8,11 et 15

Pour factoriser f(x) = ax’ + bx + ¢, on peut parfois se passer du calcul
du discriminant, évitant ainsi de fastidieux calculs ; on liste quatre cas :
1 cas: ¢ = 0 ; 0 estune racine évidente et 'on peut factoriser f(x) par
X.

2¢cas: b=0 ;

Si a et ¢ sont de signes contraires, alors on factorise f(x) a l'aide de la
3¢ identité remarquable.

Sinon, on ne peut pas factoriser f(x).

3¢ cas : on trouve une racine évidente x, (parmi les réels 0, £I; £2),
alors f(x)=a(x—x)(x—x,) et on trouve x, a I'aide par exemple de
@
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I’égalité sous le produit des racines : x, X x, = —.
a

4¢ cas : on reconnait la 1™ ou le 2° identité remarquable, alors f(x) se

factorise en a(x *...)".

lf] Rappels : les premiere, deuxieme et troisieme identités remarquables sont
a*+2ab+b* =(a+b)
a’—2ab+b*=(a—b)’
a’—b’=(a—b)a+b)

Exo résolu
Factoriser : f(x)=2x"—13x; g(x)=x>=5; h(x) = 4x> = 12x+9;
k(x)=x>=Tx+6.
CORRIGE
e f(x)=2x"—13x. Cestle 1 cas ; on peut factoriser par x :
f(x)=x(2x—-13) =2x(x - 6,5).
e g(x)=x>—5.Cestle 2 cas et a 'aide de la 3¢ identité remarquable :
gx)=x"-5=x’ —\/52 =(x=VSx+5).
e h(x)=4x> —12x +9. On reconnait la 2¢ identité remarquable (4¢ cas) :
h(x)=(2x)* =2x2xx3+3 =(2x-3)*.

e k(x)=3x>—15x+12. 1 est une racine évidente de k (3¢ cas). On fac-
torise donc k(x) par (x—1), ce qui donne :

k(x)=3(x-D(x-x,)
Et on a d’aprés la formule sur le produit des racines :

12
Ixx, =?<:>x2 =4.

Ainsi, k(x)=3(x-1)(x—4)
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METHODE Bl

Mettre sous forme canonique un trinome du second degré

=» Voir les exos 7, 15, 19 et 21.

Pour écrire I’expression ax” + bx + ¢ sous forme canonique, il faut distin-

guer deux cas, selonque a =1 ou a # 1.

Sia=1:

1™ étape. Regarder les deux premiers termes x° +bx comme étant le dé-

but de la 1™ ou 2¢ identité remarquable : x* + bx = x> +2X x X ...

2¢ étape. Dans I’expression du trindome, faire apparaitre I'identité remar-

quable reconnue en ajoutant +...°> —...*> (qui vaut 0 et ne modifie donc pas

le trindme initial).

Si a # 1, on factorise par a, ce qui donne :
ax*+bx+c=a[x*+..+..].

On met ensuite sous forme canonique 1’expression entre crochets (pour

laquelle @ = 1), comme dans le cas précédent.

Exo résolu
Mettre sous forme canonique x” +10x +7, puis 2x> — 28x —1.

CORRIGE
e Forme canonique de x* +10x + 7.
1" étape. On reconnait dans les deux premiers termes x° +10x le début
d’une identité remarquable :
x*+10x = x* +2x x X 5.
2¢ étape. Pour faire apparaitre I’expression compléte qui est le début de
x> +2 X x X 5+ 5%, on introduit le terme +5” — 5% (on peut puisqu’il vaut 0) :
X A+10x+7=x"+2XxxX5+5 -5 +7
= (XX +2xxx5+5)-25+7
=(x+5)*-18.
Dans les deux derniéres lignes :
— on a regroupé les trois premiers termes dont la somme s’écrit sous forme
factorisée (x +5) .
—on a ajouté les deux derniers termes entre eux.
e Forme canonique de 2x* —28x —1.
1™ étape. On factorise 2x> —28x —1 par a =2 :

2x* - 28x—1= 2[x2 —14x—%].
2¢ étape. On met sous forme canonique ’expression entre crochets

© - ldx— =
2
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x2—14x—l=x2—2><x><7+72—72—l
2 2

-

=(x2—2><x><7+72)—49—%

o —14x -1 =(x—7)2—%
2 2
On revient a la fonction polynome initiale :
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2x2—28x—1=2[(x—7)2—92—9]=2(x—7)2—99.

METHODE 1

Résoudre une inéquation

=» Voir les exos 9, 14, 16 et 20.

1" étape. Se ramener a un second membre nul.

2¢ étape. Déterminer les racines de la fonction polyndme ainsi obtenue.
3¢ étape. Dresser le tableau de signes de cette fonction.

4¢ étape. Conclure en revenant a I'inéquation de I’énoncé.

Exo résolu
Résoudre I'inéquation : 2x* —5x +17 = x* + 6x —13.

CORRIGE

I étape: 2x° —5x+17= x> +6x-13= x> -11x+30=0.
2¢étape: A=11"-4x1x30=1>0,

la fonction polyndme x — x*> —11x +5 admet donc deux racines,

L S
2

3¢ étape : Comme a=1>0, x> —11x+30 est positif a I'extérieur des
racines :

signe de
x?—11x + 30

—O— O
+

4¢ étape
2xT=5x+17=x"+6x-13=x* -11x+30=0
S X E|—o0; 51U [6; 4.

l{b Attention, il faut penser a placer les racines dans l'ordre croissant dans le ta-
bleau et bien vérifier si les crochets de l'ensemble des solutions sont ouverts ou
fermés, selon que l'inégalité demandée est stricte ou pas.
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TESTER SES CONNAISSANCES

FONCTIONS SOUS FORME FACTORISEE | % [ & 25 min | » p. 79 |

Sans écrire aucun calcul, donner, pour chacune des fonctions polyndmes
S.g.h

a. Le coefficient du terme de plus haut degré et son terme constant.

b. Ses racines.

c. Son tableau de signes sur R .

d. Le signe de I'image de 1 par la fonction polyndme considérée.

cfix Qx+D)(x=5) cgix (x+1? e h:w—>(3x—2)<5—§>.

lfb Le terme de plus haut degré s'obtient en multipliant les termes de plus haut degré
de chaque facteur, le terme constant s'obtient en multipliant les termes constants
de chaque facteur.

FACTORISATION A PARTIR
DE LA FORME REDUITE | ** | & 25 min | » p. 80 |

Factoriser a I’aide d’une identité remarquable ou d’une racine évidente, quand
c’est possible, les polyndmes ci-dessous et donner toutes leurs racines.
a fix—x+x-6 b. g:x+— 3x" +2x

lf] Trouver une racine évidente.

2
c.h:xv—>x7—16 d k:x— x*+6x+9

e.u:x— =2x> =10

FACTORISATION A PARTIR
DE LA FORME CANONIQUE | % | & 20 min | » P. 80 |

Examiner chacun des cas suivants et, lorsque c’est possible, factoriser la fonc-
tion f et déterminer ses racines.

a f(x)=(x=32=25 b f(x)=(x+5>-7 e f(x)=(x=57+1

2\? 2\2 2\2
d.f(x)=<x+§> e. f(x)=25<x+§> -9 f.f(x)=5<x+§) -3
DISCRIMINANT, RACINES ET SIGNE | * | & 25 min | » . 81 |

1. Soit f la fonction définie sur R par f(x)=2x"—7x—15.
Apreés avoir calculé son discriminant :

a. déterminer, si possible, ses racines et sa factorisation éventuelle,
b. dresser son tableau de signes.
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2. Mémes questions pour la fonction g définie pour tout réel x par :
g(x)= \/gx—%—xz.
3. Mémes questions pour la fonction / définie sur R par :

h(x)=x"+x+1.

I} cHo1x DE LA FORME APPROPRIEE | % | & 25 min | » p. 81

Soit f la fonction polynome définie sur R par :
f(x)=x"—4x-12.
1. Etablir que f(x) s’écrit sous forme canonique : f(x) = (x —2)* —16.

lf] Voir la méthode 2.

2. A partir de la forme canonique, factoriser de f(x) .

3. En choisissant chaque fois I’écriture de f(x) la mieux adaptée, répondre
aux questions suivantes :

a. le(s) antécédent(s) de —16.

b. 'image de 0.

c. I'image de 6.

d. I'image de 2.

e. le(s) antécédent(s) de —12.

f. le(s) antécédent(s) de 0.

I poLYNOMES DE RACINES DONNEES | % | & 15 min| » p. 82 |

1. a. Déterminer toutes les fonctions polyndmes du second degré s’annulant
1

enSet ——.
2

b. Déterminer celle d’entre elles par laquelle 0 a pour image 100.
2. Déterminer la fonction polyndme du second degré g dont les racines sont

0et % et telle que g(1) = lil

MISE SOUS FORME CANONIQUE | %% | & 20 min | » P. 82

f désigne une fonction polynéme du second degré.
Déterminer la forme canonique de f, dans chacun des cas suivants :
a f(x)=x"+4x+9 b. f(x)=x>-6x c. f(x)=x"+3x+1

l{b Voir la méthode 2.
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S’'ENTRAINER

B} FacTorisation | ** | & 20 min | » P. 83 |

Sans calculer le discriminant, factoriser et déterminer les racines des fonctions
f'suivantes :
a. f 1 x— 121x* = 110x + 25.

lfb Penser a des identités remarquables.

b. f:x— 2x> = x-10.
I/:] Trouver une racine évidente.

c. fixr——x"+9 d.f:x'—>x2+x\/§+%

[} 1nEQuATIONS DU SECOND DEGRE | %% | & 20 min | » . 83

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a. 3x? >2x+1 b. x+3<-x’ e x*<6x-1

l/:] Voir la méthode 4.

ETd) cONTRAINTES AU RESTAURANT | %% | & 20 min | » P. 84 |

a. Résoudre I’équation —2x” +43x—-230=0.

b. M. Gérard, restaurateur, décide de faire construire une nouvelle salle de
restaurant. Il s’agira d’une grande piéce rectangulaire de 43 métres de long. A
I'une des extrémités et sur la largeur de la salle, une partie carrée est destinée
a I’espace Bar.

A Tautre extrémité, un espace identique est destiné aux buffets (voir schéma).
La partie centrale, devant accueillir les tables des clients, occupera une aire de
230 m’.

43 m
X Bar 230 m? Buffets X
<T> <T>

Quelles peuvent étre les largeurs possibles de la salle ?
Laquelle choisira-t-il s’il souhaite que I’espace attribué aux tables occupe plus
de 50 % de la surface totale ?

Fonctions polynémes du second degré 73



EXOS & SUJETS

EQUATION DU 3¢ DEGRE | *% | & 25 min | » p. 84 |

Le but de cet exercice est de trouver les racines du polynome f défini sur R
par:
f(x)=2x"=5x"—x+6.
a. Montrer que —1 est racine de f.
b. Trouver les nombres réels a , b, ¢ tels que pour tout x ER,
f(x)=(x+D(ax>+bx+c).

lﬁ) Développer (x+1)(ax2+bx+c), puis comparer les coefficients de méme degré
des deux expressions de f(x).

c. Déterminer les racines du polyndome du second degré trouvé dans la
question précédente.
d. En déduire la forme factorisée de 1.

k¥ svsTEMES D'EQUATIONS | k% | & 20 min | » P. 85

Déterminer tous couples de réels (x,;x,) tels que:

X, +x, =7 HENL =T
a b.
xx, =10 1
XX, = —
24
X +x,=-2 x1+x2=3\/§
c .
xx, =1 xx, =-12
lf] Voir le cours IL.6.
RACINES D'UN POLYNOME
EN PYTHON | %% | © 25 min | » P. 86 |

Ecrire un algorithme, puis le coder en Python, calculant les racines d’un poly-
ndéme du second degré.

lﬁ) En Python, le polynéme sera défini par une liste contenant ses coefficients rangés
suivant les puissances décroissantes.
La fonction Python renverra un message contenant le nombre de racines et leurs
valeurs ; elle pourra aussi renvoyer un message d'erreur si le coefficient du terme
du second degré est nul.
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PROBLEME CONCRET | %% | & 30 min | » .87 |

L’abreuvoir ci-dessous a une longueur de 2 métres, et son fond a une largeur
de 1 métre.

On note /i la hauteur de I’abreuvoir, exprimée en metres.

L’angle entre I’horizontale et les parois de ’abreuvoir mesure 45°.

1. Exprimer I'aire & du trapéze isocele ABCD en fonction de /.
2. Démontrer que le volume de ’abreuvoir est donné par :
V(h)=2h>+2h.
3. Quelle hauteur donner a ’abreuvoir pour qu’il ait une capacité de 1 000
litres ?
4. a. Ecrire et résoudre I'inéquation que doit vérifier 4 pour que le volume de
I’abreuvoir soit d’au moins 2 000 L.
b. Quelle est la hauteur /4 minimale recherchée ?
Donner une valeur approchée de /1 a 107 preés.
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PREPARER UN CONTROLE

CHOIX DE LA FORME LA MIEUX ADAPTEE | ** | & 25 min | » P. 88

Soit f la fonction polyndme définie sur R par f(x)=3x" —6x—3.
1. Déterminer la forme canonique de f(x) .

lf] Voir la méthode 2.

2. A l’aide de 1., factoriser f(x).

3. Déterminer, en choisissant la forme la mieux adaptée de f(x) :
a. les antécédents de —6 par f;

b. les antécédents de O par f';

c. les antécédents de -3 par f.

4. Dresser le tableau de signes de 1.

RESOLUTION D'(IN)EQUATIONS DANS R* | %% | & 15 min | » p. 88

a. Résoudre dans R* I’équation x* —2x—-3=0.
b. Résoudre dans R* I’équation 3x* + x — 1<0, puis I'inéquation :
3X*+x-1=0.

lf] Il's'agit de résoudre normalement les (in)équations, puis de restreindre l'ensemble
des solutions aux réels positifs.

SOMME ET PRODUIT DES RACINES
EN PYTHON | %% | & 20 min | » p. 89

Soient a, b et ¢ trois réels tels que a # 0 et A =b> —4ac = 0.
On appelle f'la fonction polyndome définie sur R par :

f(x)=ax’+bx+ec.
1. Rappeler les formules liant le produit p et la somme s des racines aux coef-
ficients de f.
2. Ecrire, en Python, une fonction qui & f et a une racine évidente x, def
affiche la somme, le produit des racines et la deuxiéme racine de f.

l/:] f sera défini par une liste contenant ses coefficients rangés suivant les puissances
décroissantes.

3. Tester votre fonction avec les fonctions f suivantes :

a. f(x)=3x" —x—2 (racine évidente 1).

b. f(x)=—-2x"+6x (racine évidente 0).

4. Facultatif : compléter votre fonction pour qu’elle renvoie un message
d’erreur si les conditions a # 0,A = 0 ne sont pas vérifiées.

76 Fonctions polynémes du second degré



COURS

& METHODES

ALLER PLUS LOIN

NOMBRE D'OR | %% | & 30 min | » p. 90

1++/5
T

a. Vérifier que ®* = ® + 1. En déduire que :

L_o-1.
[

b. A I'aide de la somme des racines, déterminer I’autre solution de I’équation
X' =x+1.

c. Vérifier le résultat obtenu en calculant le produit des racines.

d. Déterminer la fonction polynéme du second degré qui a pour racines les
nombres ® et ®°, et dont I'image de 0 vaut 1.

On appelle nombre d’or le nombre ® =

lc] Pour calculer a, penser a la troisieme identité remarquable.

FORME CANONIQUE DEMONSTRATION | %% | & 45 min | » . 01

1. Déterminer la forme canonique et déduire les racines de la fonction
fix—2x—12x+5.

lfb Voir la méthode 2.

2. Cas général : soit f la fonction définie sur R par f(x)=ax*+bx+c, a
désignant un réel non nul.
a. Factoriser par a I'expression de f(x).

. b ¢
b. Mettre sous forme canonique X+ —x+— .
a a

f(x)= a[<x+%>2 —%},

c. En déduire que :

ou A=b"—4dac.

d. On se place dans lg: casou A>0.

En écrivant A = /A, factoriser f(x) en un produit de facteurs du premier
degré.
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EX)) PrOBLEME DE GEOMETRIE | %k | & 45 min | » p. 91

Soit A et B deux points du plan tels que AB=4.

M est un point variable du segment [AB] et on pose AM = x.

La figure ci-aprés est constituée du cercle de diamétre [AB], et des cercles de
diamétres [AM] et [MB].

On note d(x) l'aire de la surface bleue, et %B(x) I'aire de la surface verte
(somme des aires des deux disques de diamétres [AM] et [MB]).

a. Montrer que 'aire %B(x) de la surface verte est donnée par :

RB(x) = n(%z—2x+4).

2
b. En déduire que SA(x) = 7:( - x7 + Zx).

c. Déterminer les positions de M pour lesquelles I'aire de la surface bleue est
égale au quart de I'aire du disque de diametre [AB] .

d. Déterminer les positions du point M pour lesquelles s4(x) est inférieure ou
égale a la moitié de B(x).

EQUATION AVEC PARAMETRE | %k% | & 20 min| » p. 92 |

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x"+bx+6, ou b désigne un
nombre réel.

1. Mettre f sous forme canonique.

2. Déterminer le(s) valeur(s) de b pour lesquelles :

a. f admet une unique racine.

b. f admet deux racines distinctes.

c. f n’admet pas de racine réelle.
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* Pour f:

a. Le terme de plus haut degré de f vaut 2x x x = 2x” ; donc 2 est le coefficient
de plus haut degré. Son terme constant vaut 1x (=5) = 5.

. 1 . .
b. f apourracines —— (qui annule le facteur (2x + 1)) et 5 (qui annule le facteur

(x-95)).
c.
X —oo 1 1 5 +oo
2
Signe de (2x +1) 0 + +
Signe de (x - 5) - 1 +
. . [
Signe de f(x) 0 1) _ 0 +

d. f(1)<o0.

lf] Placer 1 dans la premiére ligne du tableau.

* Pour g :

a. Le terme de plus haut degré de g est x” ; donc le coefficient du terme de plus

haut degré de g est 1. Son terme constant est 1> = 1.

b. g admet une unique racine : c’est —1 (qui annule (x + 1)).

C.

X —00 —1 +o0
Signe de g(x) = (x +1) (:J +
d. g(1)>0.
* Pour 4 : 2
. X 3x
a. Le terme de plus haut degré de /1 est 3x X (—5) = 5 ;

donc —3 est le coefficient du terme de plus haut degré.

Son terme constant est (=2) x5 =-10.

. 2
b. Ses racines sont — et 10.

c.
X —oo 2 10 +oo
3
T
Signe de (3x —2) 0 + +
Signe de (5 - 1) + 0 -
2 |
Signe de /1 (x) 0 + 0 -
d. h(1)<0.
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a. f(2)=2"+2-6=0 donc 2 est une racine évidente de f.

Ennotant x, I'autre racine de f'et a I'aide de la formule sur le produit des racines :
2Xx,=-6&x, =-3.

Ainsi, f(x)=(x—-2)(x+3).

b. g(x)=x(3x+2)= 3x(x + %) . Les racines de g sont donc 0 et —% .

c. h(x)= %(x2 —64) = %(x —8)(x +8). Les racines de 4 sont 8 et —8.

d. k(x)=x"+2x3xx+3* =(x+3). k admet une racine double : -3.

e. Puisque x* = 0, on remarque que pour tout réel x, u(x)<0.
u n’admet donc pas de racine et ne se factorise pas.

B FACTORISER A PARTIR DE LA FORME CANONIQUE
lﬁ] Appliquer la 3¢ identité remarquable a>—b?=(a—b)(a+b).

af(x)=(x-3)Y-25=(x-3) -5 =(x-3-5)(x-3+5)=(x-8)(x+2).
Les racines de f sont donc 8 et 2.
b f(x) = (x+57 =T =(x+57 -7 =(x+5-+T)(x+5+7)
Les racines de f sont donc —5 + J7 et -5-7.
c. f(x)=(x—=5)*+1.Pour tout x réel, (x—5)> =0 donc f(x)=1.
L’équation f(x)=0 n’admet pas de solution, ce qui signifie que f n’admet pas
de racine et donc que f(x) ne peut pas étre factorisée.
2
d. f(x)= (x + %) . f(x) est déja factorisée (c’est un produit).
2

fadmet donc une unique racine : — 3

e. f(x)= 25(x + %)2 -9= 25[(x + %)2 - 2%] = 25[(x v %)2 - (%)2]

£(x) = zs(x+3—§)(x+%+i): zs(x+i)(x+9)
3 5 3 5 15 15
Les racines de f'sont donc —— et ——.
15 15 s
2 2 2
=2 ~3= [ 2 -2 (s+ 3 -
3 3 5 3 5

-2 B3 )

Les racines de f'sont donc :

2 3 25+3V3  (245+3V3) x5 -10+3V15

3 Vs 35 3WSxds 15
o 2 [B_25-3V3 (25-3V3)xV5 _ -10-3V15
3 Vs 3V5 3J5 x5 15
l/:] Pour avoir des entiers au dénominateur, on multiplie numérateur et dénomina-
teur par \/g
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DISCRIMINANT, RACINES ET SIGNES
l.a. f(x)=2x*-Tx-15=ax’* +bx+c avec a=2;b=-7;c=-15.
Calcul du discriminant :
A=b"—dac= (-7 -4x2x(-15)=49+120 =169 .
A >0 donc f admet deux racines x, et x, :

-b+vA _7+13 -b—-JA _7-13 6 3
_le: = =Setx2= =] = —— = ——

2a 2x2 2a 2x2 4 2

Ainsi pour tout réel x, f(x)=a(x—x)(x—x,)=2(x— 5)(x + %)

b. a=2>0 donc f est« positive a ’extérieur des racines » :

3
x —oo —= 5 oo

2
Signe de f(x) + (:) - (J) +

lib Penser a ranger les racines par ordre croissant.
3 2 2 3 2
2.a. g(x)=\/§x—z—x =—x +\/§x—z=ax +bx + ¢ avec:

a:—l;b:ﬁetc:—%.

Calcul du discriminant : A = 5* — dac = /3" — 4 x (-1) x —%) =3-3=0.
A =0, donc g admet donc une unique racine (double) x, :
-b V3 3
x() E
2a 2 2
2 2
Et pour tout réel x , g(x) = a(x - x,) = (—1)(x - ?) = —(x - g) .
b. a =-1<0 donc g est négative ou nulle sur R :
x V3
—00 —_ —+oo
2
Signe de g(x) - ¢ -

ohx)=x"+x+1=ax’*+bx+cavec a=1;b=1;c=1

Calcul du discriminant: A=1" —4x1x1=1-4=-3.

A <0, donc & n’admet pas de racine réelle et on ne peut pas factoriser A(x).
a=1>0,donc & est strictement positive sur R .

X —o0 +oo

Signe de i(x) +

B CHOIX DE LA FORME APPROPRIEE

1. Pour tout réel x :

f(X)=x"—4x—-12=x"-2Xx2xx—-12=x> -2x2xx+2°-2"-12.
Donc f(x)=(x—-2)"-2>-12=(x-2)"-16.

lf] On pouvait aussi développer l'expression (x—2)*—16 et démontrer qu'elle est
égale a f(x).
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2. f(x)=(x-2)-16 (3¢ identité remarquable)
=(x-2) -4
=(x-2-4)(x-2+4)=(x-6)(x+2)

3. a. On utilise la forme canonique :

f(x)=-1l6=(x-2)-16=-16=(x-2) =0 x=2.

L’antécédent de —16 par fest 2.

b. On utilise la forme développée : f(0)=0"-4x0-12=-12.

c. On utilise la forme factorisée : f(6) = (6—6)(6+2)=0.

d. On utilise la forme canonique : f(2)=(2-2)" -16=-16.

e. On utilise la forme développée :
f(X)=-1RRex -4x=0=x(x-4)=0=x=0 oux=4.
Les antécédents de —12 par f'sont 0 et 4.

f. On utilise la forme factorisée (produit nul):
f(x)=0=(x-6)(x+2)=0x=6 ou x=-2.
Les antécédents de 0 par f'sont 6 et —2.

I3 roLYNOMES DE RACINES DONNEES

. . , 1
1. a. Les fonctions polynomes du second degré s’annulant en 5 et en 5 sont les

. 1 ) .
fonctions de la forme x — a(x — 5)(x + 5), ou a est une constante réelle non
nulle.

. . 1 5
b. L’'image de 0 par une telle fonction vaut a x (0 —5) x (0 + 5) = —Ea.
Or —éa =100=a= IOOX(—E) =—-40.
2 5 |
Il existe une unique fonction s’annulant en 5 et en =5 et telle que I'image de 0
soit égale a 100, c’est la fonction x — —40(x — 5)(x + %)

2. La fonction g est de la forme x — a X x X

7 4 4 4
l-—|=—eax—=—a=1.
11 11 11 11
7

Donc g: x x(x——|.
e 1

x—l) avec a # 0.
11

g(1)=%(:)a><1><

MISE SOUS FORME CANONIQUE

a. f(x)=x>+4x+9
f(xX)=x"+2xxx2+2*-2"+9
f(X)=(x+2x2xx+2)-2"+9=(x+2)* +5.

b. f(x)=x"—-6x
f(x)=(x*=2xxx3+3)=-3
fx)=(x=-3)"-9.
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c. f(x)=x*+3x+1

(s i - 135

X FAacTORISATION
a. f(x)=121x" —=110x +25 = (11x)’ =2 x 1lx x 5+ 5" = (11x - 5)°.
Donc f admet une racine double : +% .

b. f(-2)=2(-2)" = (-2)-10=8+2—-10 = 0 donc -2 est racine de f.
En notant x, I'autre racine et a I'aide de la formule sur le produit des racines :

-10 5 5
-2 X x, =T<:>x2=5.Et f(x)=2(x+2)(x—5).
c. f(x)=9-x"=B-x)3+x)=—(x-3)(x+3).

Donc fadmet —3 et 3 pour racines.

d. f(x)=x2+xﬁ+%=x2+2x§+(§)2=(x+?>2,
Ne

Donc f'admet une racine double: -

EJ INEQUATIONS DU SECOND DEGRE

a.3x* >2x+13x* —2x-1>0.

On est donc ramené a I’étude du signe de x — 3x> —=2x—1.
A=(-2)"-4x3x(~=1)=16>0 ; donc la fonction polynome x — 3x* —2x —1
admet deux racines x, et x, :

2-4 1 2+4
x=——=-<-¢ctx,=——=1.
6 3 6
De plus, le coefficient de plus haut degré est 3> 0, donc :
1
X —oo - 1 +oo
3
I I
Signe de 3x? - 2x — 1 + 0 - 0 +

lﬁ'] Les inéquations 3x*>2x+1 et 3x*—2x—1>0 étant équivalentes, elles ont le
méme ensemble de solutions.

Donc l'inéquation 3x* > 2x + 1 a pour ensemble de solutions :

1
j|-°°;-g|: Ull;+°°[.
l{b Attention: 3 et 1 sont exclus car l'inégalité est stricte.

b. x+3s-xox’+x+3<0

Etudions le signe de la fonction polyndéme x — x* + x + 3 :

A=1"-4x1x3=-11<0 et,comme a =1>0, pour tout x réel:
X +x+3>0.

Donc Pinéquation x + 3 < —x? n’a aucune solution.
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c. xX’<s6bx-lex’*-6x+1<0.
Etudions le signe de la fonction polynome x — x> —6x +1 :
A=(-6)"-4x1x1=32>0 ; donc la fonction polyndme x +— x*—6x+1

admet deux racines x, et x,. Et puisque V32 =V2x16 =442 ,ona:

X, = 6_;\5 =3-2V2 et X, =#:3+2J§.
De plus, le coefficient de plus haut degré est 1> 0, donc :
x —o0 3-2V2 1++2 +oo
Signe de x? — 6x — 1 + ¢ - (:) +

Les inéquations x° < 6x—1 et x> —6x+1=<0 étant équivalentes, elles ont le
méme ensemble de solutions.
Donc P'inéquation x* = 6x + 1 a pour ensemble de solutions [3 -232;3+2\2 J .

] CONTRAINTES AU RESTAURANT

a. A=43 —4x(=2)x(-230)=9.
A >0, donc I’équation —2x” + 43x — 230 = 0 admet deux solutions dans R :

=B setx, =23 g0,
4

b. ¢ La surface totale vaut 43 x x et est égale a la somme des aires des buffets
(2 x x*) et de I'aire de la piéce rectangulaire (230 m?).
Soit x la largeur en métres de la salle, cela donne :
43x =2x* +230 & —2x* +43x—230 =0,

équation dont les solutions sont 10 et 11,5.
Donc les largeur possibles de la salle sont 10m et 11,5m.
° L’aire de I’espace attribué aux tables doit étre supérieure ou égale a 50 % de
I’aire totale, soit :

230>&x43x<:>2302£x<:>ﬂ>x.
100 2 43

Or % =~ 10,7 ;le restaurateur doit donc choisir une largeur de 10 m.

E¥l EQUATION DU 3t DEGRE

a. f(-1)=2x(-1P-5x(-1 =(-1)+6=—2-5+1+6=0.
Donc -1 est racine de f.
b. Développons :
(x+1D)(ax’ +bx+c)=ax’+(a+b)x* +(b+c)x+c.
Les polynomes f(x) et (x +1)(ax® + bx + ¢) sont égaux si, et seulement si, leurs
coefficients de méme degré sont égaux soit si et seulement si :
2= a=2
S=a+b b=-T7
l=b+c O |c=6
6=c b=¢

Donc pour tout x ER, f(x) = (x+1)(2x* — 7x + 6).
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e A= (<7 —4x2x6=1.
Les racines de x — 2x*> — 7x + 6 sont :
7-1 3
X =——=—etx
4 2

d. 2x2—7x+6=2(x—%)(x—2).

_T+1

= =2

Donc, pour tout x réel, f(x)=2(x+1)(x— 2)(x = %)

FH] sYsTEMES D’EQUATIONS
) . x tx,=-7
a. Le couple (x, ; x,) est solution du systéme -
x.x, =10
si, et seulement si, x, et x, sont des racines de la fonction polynome
fix—x"+7x+10.

A=7"-4x1x10=9=3*, donc A>0 et la fonction polyndme f admet deux
racines x et x,:

)61:_7-1-3 =-2 et xzzﬂz—S.
2 2
Les solutions du systéme sont donc (-2 ;—5) et (-5;-2).
5
X, + X, = E
b. Le couple (x,;x,) est solution du systeme | si, et seulement si,
X1X2 = ﬂ
. . : 1
x, et x, sont des racines de la fonction polynéme f : x — x? - Ex + 1"
2 2
A= (—i) —4><1><i= 2 1 = L= (i) >0, donc fadmet deux racines
12 24 144 6 144 \12
x, et x, :
5 N 1 5 1
1 6 1 1 1 12 4 1 1
X, = 12 12 _° - __ o X, = 12 12~ -__-
2 12 2 4 2 12 2 6

Les solutions du systéme sont donc (l g 1) et (1 0 1)
4 6 6 4
X +x,=-2

c. Le couple (x,;x,) est solution de [ si, et seulement si, x, etx,

XX, =
sont des racines de la fonction polyndme f : x — x> +2x +1.
Or x* +2x+1=(x+1)* donc fadmet une unique racine (double) : —1.

Le systeme admet une unique solution : le couple (-1;—1).
X, +x,= 33

si, et seulement si,
xx, =—12

d. Le couple (x, ; x,) est solution du systéme [

X, et x, sont des racines de la fonction polyndme f : x — x*-33x-12.
A=(-3V3) —4x1x(-12) =27 +48 = 75=3x25 = (5J3)*
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Donc A>0 et f admet deux racines x, et x, :

x1=3*/§;5*/§=4\/§etx2=3‘/§;5*/§:—\/§

Les solutions du systéme sont donc (4\/_ ; -3 ) et (—\/3 ; 43 ).

FE] RACINES D'UN POLYNOME EN PYTHON

VARIABLES

a, b, c, A quatre réels
INITIALISATION

Entrer a, b, c
TRAITEMENT

A prend la valeur b*—4xaxc
DEBUT SI

Si A-<0 alo.rs afficher « pas de racinezb_ A —b+vA

Sinon afficher « les racines sont », , .

FIN SI 2a 2a

En Python :

from math import *
def racines_2_degre(listeCoefficients) :
# les coefficients du polynome sont rentrés dans l'ordre des puissances
# décroissantes soit [a,b,c]
a=listeCoefficients[0]
b=listeCoefficients[1]
c=listeCoefficients[2]
discriminant=b**2-4*a*c
if a==0:
print(‘ce n"est pas un polynome du second degré’)
elif discriminant>0 :
print(‘ Ce polyndme admet deux racines réelles x1 et x2')
print('x1 =, (-b+sqrt(discriminant))/(2*a))
print('x2="(-b-sqrt(discriminant))/(2*a))
elif discriminant==0:
print(‘ Ce polynéme admet une racine réelle double x0 =',-b/(2*a))
else:
print(‘Ce ployndme n” admet pas de racine réelle’)
# Test avec une racine double
poly=[1,2,1]
racines_2_degre(poly)
# Test avec deux racines réelles
poly=[2,2,-1]
racines_2_degre(poly)
# Test sans racine réelle
poly=[2,2,1]
racines_2_degre(poly)
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PROBLEME CONCRET
1.

C P Q D

h

A<—1m——B

Notons P et Q les points d’intersection de (CD) avec les perpendiculaires a
(AB) passant respectivement par A et B.

Ona @I\) =90°—45°=45° et @ = 45° (angles alternes-internes égaux).
QBD = BDQ = 45°
BQD = 90°

Donc QD =QB=h,d’ou CP=QD =/.

Puisque [ , le triangle BQD est rectangle isocele en Q.

lf] On rappelle que l'aire d'un trapéze < est donnée par la formule :
e (petite base +grande base) x hauteur
N 2

Donc:

o= (AB+CD)x h _ (I+(1+2h)xh _ Q2+2h)xh _ 2(1+ h)h

2 2 2 2
Finalement, ¢ = (1+ h)h = h+ h*.
2. Le volume est égal a I’aire du trapéze ABDC , multipliée par la longueur de

I’abreuvoir :

V(h)= (h+h)x2 =21 +2h.
3.

lf] Rappel:1000 L=1m?,
V(h)=1<2h* +2h—1=0 ;le discriminantest : A =2 =4 x2x (-1)=12.

V(h)zlﬁ(h:ﬂ ou h:ﬂ)
4 4
<:>(h=_l+\/§ ou hz_l_zﬁ)(carx/ﬁz%/g).
h>0,donc h= ‘/52_1 ~0,37.

Donc Pabreuvoir doit avoir une hauteur d’environ 37 cm.
4.2.2000 L =2m?’, ainsi :
V=22 +2h-2=0
Sh+h-1=0
A=1-4xIx(-)=5.
A >0, donc la fonction /4 — h* + h—1 deux racines h et h, :

-1-+/5 -1++/5
2

h = et h, = > .
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Puisque /1 <0</, , on obtient le tableau de signes (le coefficient du terme du
second degré est 1 donc positif) :

-1-5 ~1++5
X —oo +oo
2 2
Signe de /% + /- 1 + 0 - 0 -
Comme />0, alors il faut une hauteur supérieure ou égale a -1 -;\/g .
b. La hauteur de 1’abreuvoir doit étre supérieure ou égale & — meétre,
soit 0,62 métre (valeur approchée a 10 par excés) ou 62 cm.
m CHOIX DE LA FORME LA MIEUX ADAPTEE
I f(x)=3x"—6x-3=3(x"-2x-1)
Or x> -2x-1 =x"-2xxx1+1*-1"-1
=(x-17-2
Donc f(x)=3[(x-1)’-2]=3(x-1-6
2. f(x)=3[(x=1D? =2] = 3[(x = 1) = V27| = 3(x ~ 1 =V2)(x ~ 1 +2)
3. a. En utilisant la forme canonique :
f(xX)=-623(x-1Y-6=6=(x-1)=0=x=1.

Donc — 6 admet un unique antécédent par f: 1.
b. En utilisant la forme factorisée :
f(x)=0(x-1-V2)(x-1+v2)=0

&x-1-v2=00ux-1+v2=0

ex=1+V2 oux=1-+2.
Les antécédents de 0 par f'sont 1+ V2 et 1-V2.
c. En utilisant la forme développée
f(x)=33x*-6x-3="3=3x"-6x=0

< 3x(x=2)=0

Sx=0o0ux=2.
Les antécédent de —3 par f'sont 0 et 2.
4. Puisque le terme de plus haut degré de f est 3 qui est positif, alors :

x —oo 1-2 1+2 +oo
Signe de f(x) + ¢ _ (:) +

[Td RESOLUTION D'(IN)EQUATIONS DANS R

a. A=(-2) -4x1x(-3)=16.
A >0, donc I'équation x* —2x — 3 = 0 admet deux solutions réelles :
2-4 2+4
X1=—=—1 et X2=—=3.
2 2
Or x, =-1¢R".
Dans R*, ’équation x*> — 2x — 3 = 0 admet une unique solution : 3.
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b. A=1P—4x3x(-1)=13>0.
-1-413 o = ~1++/13

Le trindme 3x> + x — | admet deux racines : x, =

! 6 : 6
-1-13 ~1++/13
X —o0 —_— _— +o0
6 6
Signe de 3x? + x — 1 + ¢ - (:) +

Puisque a = 3> 0.

1-V13 1+/13

Ici, 0 est compris entre — <0 et _T >0.

* Dans R*, Pinéquation 3x* + x — 1 <0 a pour ensemble de solutions P'intervalle
[0 -1++13 [
b 6 .
* Dans R", Pinéquation 3x> + x — 1 = 0 a pour ensemble de solutions I’intervalle
-1+V13
— 5+ oo .

SOMME ET PRODUIT DES RACINES EN PYTHON
1. Puisque A = 0, fadmet deux racines (¢éventuellement confondues) et :

¢
s=——ctp=—.
a a

2, 3.et4.

lﬁ La correction des questions 2, 3 et 4 sont données par le code en Python
ci-dessous ; on note cependant que pour déterminer la seconde racine,
il vaut mieux utiliser la formule sur la somme que sur le produit des racines
(car cette derniere ne permet pas de trouver la deuxieme racine lorsque 0 est
racine évidente : voir question 3.b)

from math import *

def autre_racine_2_degre(listeCoefficients,racine_evidente) :
# les coefficients du polynéme sont rentrés dans l'ordre des puissances
# décroissantes soit [a,b,c]
a=listeCoefficients[0]
b=listeCoefficients[1]
c=listeCoefficients[2]
discriminant=b**2-4*a*c
if (a==0) or (discriminant<0):
print(‘les conditions de ["exerice ne sont pas remplies’)
else:
print(‘ La somme des racines vaut ‘-b/a)
print(‘ Le produit des racines vaut ‘,c/a)
print(‘” autre racine vaut ‘-b/a-racine_evidente )

Fonctions polyndémes du second degré 89



# Question 3.a.
poly=[3,-1,-2]
autre_racine_2_degre(poly,1)

# Question 3.b
poly=[-2,6,0]
autre_racine_2_degre(poly,0)

[f] NoMBRE D'OR
. ¢2_<1+ﬁ)2_ 1+25+5 3+~5 1+4/5 2

+—=0+1.
2 4 2 2 2

Donc ®° = @ +1 et en divisant cette égalité par ® # 0, on obtient :

<I>=1+i<:)<1>—1=i.
(o} (o}

b. x’=x+lex*-x-1=0.
D’apres a. @ est solution de cette équation et en notant x, l'autre racine

. ) 5
solution, ® + x, =1, soit +x,=1.

145 2-1-45 1-45

D’ou x, =1
2 2 2
c. Le produit p des solutions de 'équation x> —x —1=0 vaut :
-1
=—=-1.
=
Deplus,d)xxz:lJM/gx1 \B:l 5 =—4=—1=p
2 2 4 4
d.d)2=¢+1=1+\/§+1=3+\/§ donc
2 2
1++/5 3+45)\ s e
g(x)=alx- 2 X - > ou a est un réel a déterminer.
Org(0):a(—1+2*/§)<—3+2*/§)=ax8+:‘/§=ax(2+\/§).

Alors: g(0)=1<a+5)=1.
Il reste a déterminer «. Il y a deux méthodes :

1 méthode :
Penser  la 3¢ identité remarquable et voir que @ = /5 — 2 convient.
2¢ méthode : ’
a(2+x/§)=1<:>a=m
e 2-5
2+V5)2-5)
_2-45
T 4-5
sa=-5-2.

Donce g(x) = (v/5 = 2) (x — 0)(x — 0).
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] ForRME cANONIQUE
1. f(x)=2x2—12x+5=2(x2—6x+§)=2(x2—6x+9—9+§)

Doncf(x)=2[(x—3)2—§]=2(x—3—\/?)(x—3+\/§).

Finalement les racines de f'sont 3 + ,/% =3+ \}? X \/g -° +2\/E =t
13 6-+26

SR T2
Z-a-f(x)=a[x2+§x+§].
b.x2+§x+2:x2+2><x><%+<%>2—<%)2+2
=(x+2i>2—b_22+£
a da a
o252
-2 ] e 2]
B
_a< iy 2a><x+2a+2a)
o oo o2

F) PROBLEME DE GEOMETRIE

a. B(x) s’obtient en ajoutant 'aire du disque de diametre [AM], égalea m X

2

. ) . 4-x\?
et laire du disque de diametre [MB], égale a m X 5 x) .
(En effet, AM+ MB = AB, soit x+ MB=4 ¢t MB=4-x.)
x\ 4— x\? x? 16 —8x + x> 2x* —8x+16
B(x)=n|=| +1 =T—+T =T X
2 2 4 4 4

RB(x) = n(%—2x+4>.

b. 4 (x) s’obtient en retranchant I’aire de la surface coloriée en vert, a ’aire du
disque de diameétre [AB].

Or, l'aire du disque de diamétre [AB] vaut 1 x

2

=4m.

2 2
Alors &Q(x)=4n—n(x7—2x+4)=n(4—%+2x—4>

2
Donc d(x) = n( - x? + Zx).
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2
C. &Q(x):%x4n @n(—%+2x>=n

e- tx=1
2

S-x"+4x-2=0
o x=2-vV2oux=2++2car A=8=2(+2)
Ces deux valeurs appartiennent a 'intervalle [0 ;4]

Donc Paire sd(x) est égale au quart de I’aire du disque de diamétre [ AB] lorsque
M est situé a une distance de A égalea 2 -2 oua 2++/2.

2 2
d. &ﬁ(x)$l%(x)cn‘c(—x—+2x>$lxn<x——2x+4>
2 2 2 M2

2 2
- yox<i _x42
2 4
& -3x"+12x-8<0.
Or A =122 — 4 x (=3)(-8) = 144 — 96 = 48 = (4v/3)".
—12+43 —12-4J3
—_— U X = —.
2(-3) 2(-3)
243 243

D'ousd(x)gé%(x)(:»xsZ—T ou x>2+T

Donc A(x) < %%(x) Sx =

Or 2 - ? ~0,85 et 2+ ? = 3,15 : ces deux réels appartiennent a [0;4].

J3

Donc s (x) est inférieure ou égale a la moitié¢ de B(x) lorsque 0 < AM < 2 — 3

et lorsque 2+¥ < AM < 4.

m EQUATION AVEC PARAMETRE
2 2
]-f(x):x2+éx+6=x2+2><xxé+(é) _(é) +6
2 2 \2 2

( b)2 b’ -24
=|x+—=| - .
2 4
2.A=b"-4x2x3=h"-24.
a. fadmet une unique racine si, et seulement si, A = 0.
A=0b>-24=0c(b—-2v6)(b+2v6) =0 car 24 = 26.
& b=2V6 oub=-2v6.

b. f admet deux racines distinctes si, et seulement si, A>0.
A>0bh -24>0 b >24 o b<-2J6 ou b>26.

c. f n’admet pas de racine réelle si, et seulement si, A <0.
A<0o b’ -24<0s b’ <24 -2J6 <b<26.
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EXOS

& SUJETS

COURS

& METHODES

& Nombre dérive,

fonction dérivée

3 NOMBRE DERIVE

1. Nombre dérivé de fen a
DEFINITION : Soient a un réel et f une fonction définie sur un intervalle I conte-

nant a et non réduit a a. Soit & un nombre réel suffisamment petit pour que
f(a+ h) existe.

fla+h) - f(a)
h

On appelle taux de variation de fen « le quotient

fla+h) - f(a)

DEFINITION : On dit que f est dérivable en « si la limite de P

quand / tend vers 0 existe et est finie.
Dans ce cas, on note f’(a) cette limite et on I’appelle nombre dérivé de fen a.

2. Interprétation graphique

D Considérons, dans le plan muni d’un repére (O ;?; j) , la courbe représenta-
tive €, de la fonction f.

Soit A(a; f(a)) un pointde €, . Soit M un point de €, autre que A.

Alors M a pour coordonnées (a +/; f (a+ h)) avec h # 0.

Sfla+h)- f(a)

Le taux de variation représente le coefficient directeur de la

droite (AM). h
D Dire que fla +h12_ AC) tend vers y
f’(a) quand & tend vers 0 signifie que 4
le coefficient directeur de la sécante
(AM) tend vers f’(a). b 3
Autrement dit, quand M tend vers A a) /A
sur 6 P la droite (AM) tend vers une
position limite : \
celle de la droite T passant par A etde | g4+ M
coefficient directeur f’(a). r
y X
0 / / ath 2 a
-1

95



3] TANGENTE

1. Définition de la tangente a €, en un point

DEFINITION :

Si f est dérivable en a, la droite passant par A(a; f(a)) et de coefficient
directeur f”(a) est appelée tangente a @ ,au point A.

2. Equation réduite de la tangente

PROPRIETE :

Soit fune fonction dérivable en «a , alors I’équation réduite de la tangente au
point de € , d’abscisse a est:

y=/(@)+ f"(a)x (x-a)|

-

v
wl
(=]
o
XL
[
1]
=
o3
v
(24
=
o
(8

I¥8] FONCTION DERIVEE

1. Fonction dérivable sur un intervalle

DEFINITION :
Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

On dit que f est dérivable sur I'si f* est dérivable en tout x de L.
On appelle alors fonction dérivée de f* la fonction qui a tout nombre x € 1
associe le nombre f’(x), et onlanote f”(selit « fprime »).

2. Dérivée des fonctions usuelles

’ Intervalle de dérivation

k(e R) 0 R
ax+b a R
X’ 2x R

x’ 3x° R
X"(n e N) ! R

— -— J-o0; 0[ ou 0 ; +eof

X X
1 .
\/; m ]0,+[

lf] La formule ( x”), = nx""" se généralise sur |- ; 0] ou ]0 ; +oo[ lorsque n <O0.

LAY 22
Parexemple.(x—z) =(x7?)

’

= _9x 21 = 9x3 = 2 sur J-oo;0[ ou 10 ; +oof .
3
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EXOS

& SUJETS

3. Dérivée et opérations

u, vet g sont des fonctions dérivables sur un intervalle I, a, b, k e R..

Intervalle de dérivation

u-+v u +v 1
uxvy u'Xv+uxy’ I
l _: Tout intervalle de I ou v(x) =0
v v
u wxy—uxy’ . .
N 7 Tout intervalle de I ou v(x) =0
, L’ensemble des réels x pour
glax+b) axg'(ax+b) lesquels ax + b est dans |
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v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

METHODE I

Etudier la dérivabilité en a d'une fonction f
=» Voir les exos 2, 8, 16, 20 et 21.
Etape 1. On exprime en fonction de /4 uniquement le taux de variation

Sfla+h)— f(a) en le simplifiant au maximum.

L f(a+h) - f(a)

Etape 2. On détermine si le taux de variation P
limite finie L quand /4 tend vers 0.
Etape 3. Si c’est le cas, la fonction f'est bien dérivable en aet f'(a)= L.

admet une

Exo résolu

La fonction f : x ~— 2x° est-elle dérivable en 3 ?

CORRIGE

Etape 1.

fB+h)—f(3) 2x3+h’-2x3

h - h

_2(9+6h+h?)-18
- h
_12h+20  hx(12+2h)
- h h
=12+ 2h.

Etape 2. lim(12 +2h) = 12.
Etape 3. Cette fonction fest bien dérivable en 3 et f7(3) = 12.

lf] On peut retrouver ce résultat a l'aide des théorémes d'opération :
f est dérivable sur R comme fonction polynémiale, donc dérivable en x = 3,
et f/(x) =2x2x = 4xdonc f'(3)=4x3=12.

METHODE 1

Déterminer une équation de la tangente a €,

au point d'abscisse a

=> Voir les exo0s 3, 4,5,9a 17, 19 et 22.

Etape 1. On place le point A d’abscisse « sur la courbe de f.
Etape 2. On détermine f”(a).

Etape 3. A partir du point A, on trace le vecteur de coordonnées
(1; f’(a)) : C’est un vecteur directeur de la tangente cherchée.
Etape 4. On utilise la formule : y = f(a)+ f"(a)(x —a).
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& METHODES

Exo résolu

On donne la courbe 6 , d’une fonction f dans le repére suivant.

On sait que f'est dérivable en —2 et que f’(-2) = %

Tracer la tangente a 6 ,au point d’abscisse —2 et en donner une équation
réduite.

CORRIGE

A

£ ] 1 N (6
/TN
/AL AR W
Etape 1. On place le point A d’abscisse —2 sur la courbe.
g . 5
Etape 2. On connait la valeur de f"(-2) : f'(-2) = 3
lib Si cette valeur n'est pas donnée, on la détermine soit a l'aide du taux de variation

(méthode 1) ou aprés avoir calculé la fonction dérivée f’.

Etape 3. Un vecteur directeur v de la tangente a pour coordonnées

(1 ; 3 mais pour plus de précision on utilisera le vecteur colinéaire

i =3y ,soit #(3;5).
Etape 4. On applique la formule avec a = -2 :
y=f(2)+ f1(-2D(x-(=2)) = f(=2)+ f(-2)(x+2).
Ici on lit la valeur de f(-2) : c’est 'ordonnée de A et donc f(-2)=1.
On en déduit ’équation réduite : y =1+ %(x +2) = gx + ?

ﬂ] Si la formule de f est connue, pour plus de précision la valeur f(—2) sera calcu-
lée plutdt que lue graphiquement.
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METHODE Bl

Dériver une fonction f

=» Voir lesexos 1,5, 6,7,9a 15,17, 18, 19 et 22.

Etape 1. On identifie la forme de /: somme, produit, etc... de fonctions
s,imples. |

Etape 2. Si f est dela forme u X v, it g(ax + b), on définit explicite-

-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

ment les fonctions u, v ou g et on calcule leurs dérivées.
Etape 3. On applique la formule issue du tableau du paragraphe 3 du
cours.

Exo résolu

Calculer dans chaque cas la dérivée de la fonction sur I'intervalle donnée.

3-2x
a.f:me Sur[R.
-3
b. h:x sur |0 ; +oo
= oy S0 el
CORRIGE

a. Etape 1. f est le quotient de deux polynomes dérivables sur R, et son
dénominateur ne s’annul&: pas sur R. f'est donc dérivable sur R.
Etape 2. f delaforme — avec u(x)=3-2x et v(x)=7x" +12.

v

Alors #/(x)=0-2x1=-2 et v'(x)=7x2x+ 0 = 14x.
Etape 3. Pour tout x réel :
S (-2)x(7x* +12) = (3 - 2x) x 14x _14x? —42x-24
s (7x* +12)° (1P +12)

, 1 .
b. Etape 1. 4 est de la forme —% x — avec v(x) = +/x. vest dérivable et ne
v

s’annule pas sur [0 ; + oo, /2 est donc dérivable sur [0 ; + o[ .

, 1
Etape 2. v’ =—.
pe 2. Vi) =%
3. -v(x) 3

Etape 3. Pour tout x >0, g’(x)=—-=x = .
. g'(x) 27 vV(x)  4xVx
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COURS EXOS 0

& METHODES & SUJETS

TESTER SES CONNAISSANCES

TAUX DE VARIATION AVEC PYTHON | % [ & 15 min | »p. 114 |

1. Compléter la fonction suivante qui calcule le taux de variation d’une fonc-
tion fen a :

1 def taux_varl(f, a, h) :
2 return ..

2. a. Quel résultat s’affiche dans la console lorsqu’on applique cette fonction
a fdéfiniesur R par f(x)=3x"-x+3,a=2¢et h=0,17?

l/:] Attention a la syntaxe en Python : f s’écrit lambda x : 3*x**2-x+3

b. Conjecturer la limite éventuelle du taux de variation de cette fonction f'en
a =2 en prenant des valeurs de / de plus en plus petites.

c. Vérifier le résultat du b. en calculant f”(2) avec les formules de dérivation.

lﬁ) Voir la méthode 3.

[E] TAUX DE VARIATION, DERIVABILITE | %% | & 20 min | »P. 114

1. Soit f'la fonction définie sur R par f(x)= (x—1)*.

Soit A un réel non nul.

fA+h) - f{1)
h

a. Calculer et simplifier son expression.

b. La fonction f est-elle dérivable en 1 ? Si oui, que vaut f’(1) ?

lﬁ) Voir la méthode 1.

2. Soit g la fonction définie sur [0;+ oo par g(x)= Vx.

Soit /i un réel strictement positif.

g(h)—g(0)

a. Calculer et simplifier son expression.

b. Que vaut ce taux de variation pour /2 = 0,01 ? Pour 2= 0,000 1 ?
Que peut-on conjecturer pour la dérivabilité de g en 0 ?

3. Soit k la fonction définie sur |-oo; - l[ par k(x)= il
X
Soit / un réel non nul, proche de 0.

k(h)—k(0) -2
h 2h+1
b. La fonction k est-elle dérivable en 0 ? Si oui, que vaut k’(0) ?

a. Montrer que
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EXOS & SUJETS

ﬂ DU NOMBRE DERIVE A LA TANGENTE | * | & 10 min | »p. 115 |
Cette courbe représente une fonction y @
polynome f . 5l !

On précise que f’(2)=2et al

f(=1)= 4. N

a. Lire graphiquement f(2) et f(-1). F ol

b. Tracer la tangente a la courbe au
point E d’abscisse 2 et au point F
d’abscisse —1. =
c. Déterminer une équation de ces
tangentes.

Lo}
_';__
=y

Iﬁ Voir la méthode 2.

DE LA TANGENTE AU NOMBRE DERIVE...
ET INVERSEMENT | % | & 10 min | »p. 115 |

On a représenté une fonction f. Les points A(=3; 1) et C(0 ; 1) sont sur sa
courbe représentative. Les deux droites tracées sont tangentes a la courbe de
f- Le point B(—2 ; 3) est le point d’intersection de ces tangentes.

A I'aide du graphique :
a. Calculer f’(-3) et f7(0).

b. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles f’(x)=0.
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COURS EXOS

& METHODES & SUJETS
IE} cquaTions DE TANGENTES | * | & 15 min | »p. 116

Soit 1 la fonction définie sur [—1 ; 3] par f(x)=-0,5x" +x+1,5.
On donne sa courbe €, .

y

1. On cherche une équation de la tangente a € , au point A d’abscisse 2.
a. Placer A sur le graphique.

b. Calculer la fonction dérivée de f sur[—1; 3].

En déduire la valeur de f”(2).

c. Tracer la tangente a 6 ,au point A.

d. Déterminer une équation de cette tangente.

lfb Voir la méthode 2.

2. Tracer la tangente a la courbe 6 , au point M d’abscisse —1.
En déterminer une équation.

3. Tracer la tangente a la courbe 6 , au point N d’abscisse 1.
En déterminer une équation.

I cALcuis pe DERIVEES | *% | & 35 min | »p. 117
Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer f”(x), pourtout x el :
a.f(x)=3—77x;I=R. b. f(x)=2x"-3x+5;I=R.
c.f(x):—3;1=]—oo;0[. d f(x)=x"=+x ; 1=]0;+0.
X
e, f(x)=Bx—6 ; I=]2;+cd. f.f(x)=%;I=R.
X

N Y AR | S
o f(x)=xVx ; 1=]0;+0o[. h 0= 5T ,I—}2,+ {

L f)=(x+Vx) 5 1=]0;+0c.

l/:] Se rappeler que a° = a%a. Voir la méthode 3.
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EXOS & SUJETS

S’'ENTRAINER

coUT MARGINAL | %% [ & 20 min | »p. 118 |

Soit f1a fonction définie sur R par f(x)=0,005x> +0,15x +1.
On suppose que f(x) représente le cotit, en euros, de production de x objets.

Le cotit de production d’un objet supplémentaire s’appelle le « colit margi-
nal » et se note f (x).

Ainsi f (x)= f(x+1)- f(x).

a. Ecrire un script en langage Python d’une fonction f_m de paramétres f'et x
qui renvoie le colt marginal f (x).

lf] Voir le chapitre 1.

b. Calculer dans la console le colit marginal pour x =1000 et le comparer
avec f7(1000).

B} NoMBRE DERIVE | *% | & 20 min | »p. 119
3 4
1. Soit f la fonction défini R\¢{—= = .
oit f la fonction définie sur { 2} par f(x) o3

Soit / un réel non nul, proche de zéro.

S+ -/ _ -8
h 5(5+2h)

b. La fonction f est-elle dérivable en 1 ? Si oui, que vaut f”(1) ?

a. Montrer que

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x)=vx* +1.

Soit 4 un réel non nul proche de 0.

a. Montrer que :
g0+h-g0) _ &
h Vi +1+1

l{b Multiplier numérateur et dénominateur par vh? + 1+ 1 qu'on appelle I' « expres-
sion conjuguée » de VA% +1—1.

b. En déduire que g est dérivable en 0 et donner la valeur du nombre dérivé de
gen 0.
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COURS EXOS

& METHODES & SUJETS
B} uNE FONCTION INCONNUE | %% [ & 25 min | »p. 119
On considére la fonction g définie sur R* y

par g(x)=ax+b++x, ot a et b sont | | _.___
deux réels. On donne ci-contre la courbe re-
présentative (Gg de la fonction g.

a. Parmi les valeurs de g(1), g’(1), g(4), 14
g’ (4), quelles sont celles que I'on peut lire
précisément sur le graphique ? 0 é

Donner leurs valeurs.

b. Montrer que I’on obtient un systéme de deux équations d’inconnues a et b,
4a+1=0

a+b=1.

=y

345 6 7

1

équivalent au systeme {
l/:] Exprimez les deux égalités trouvées en 1. en fonction de a et de b pour obtenir le
systeme.

c. Déterminer alors les valeurs de a et b et donner ’expression de g(x) en
fonction de x. Donner ensuite les expressions de g et de g’ en fonction de x.

APPLICATIONS AUX SCIENCES
0 PHYSIQUES | % | & 30 min | »r. 120 |

Cet exercice fait suite a l'exercice 24 du chapitre « Second degré »

Un athléte lance un poids dont on a représenté la trajectoire dans le repere
ci-dessous.

La position du poids a I'instant 7, exprimé en secondes, est donnée par ses
x(1) = 73t

y(t)=-4,9 +7t +2,3

On considére que ¢ = 0 a I'instant ou le poids est lancé.

coordonnées (x(z); y(t)), ou {

y
6..
5__ S
4..
G0 ()
2..
1..
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 x

On admettra ici les résultats suivants, démontrés dans 1’exercice 24 du cha-
pitre 2 :
e L’abscisse du sommet S est x; = 53 (= 8,66 métres).
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EXOS & SUJETS

e Le poids touche le sol a une distance x, =12 + 53 (=20,66 métres).

On note 7, I'instant ou le poids touche le sol.

1. La vitesse instantanée du poids a I'instant ¢ est donnée par le vecteur vitesse
v (1) de coordonnées (x’(7); y'(1)).

Exprimer, pour tout ¢ € [0 ; tF] , X’(t) et y’(¢) en fonction de t.

2. Déterminer a quel instant 7, le poids atteint le sommet de la parabole.
En déduire les coordonnées du vecteur vitesse V(ZS) .

54443

—

b. En déduire les coordonnées du vecteur vitesse V(7).

c. Pour répondre a la question : « avec quelle vitesse le poids touche-t-il le
sol ?», calculer la norme du vecteur v (7).

3.a. Montrer que 7, =

INTERPRETATION GRAPHIQUE | % [ & 10 min | »e. 120 |

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x"+ax+b,ou a et b sontdes
constantes réelles.
On note 6 , sa courbe représentative dans un repere.

Déterminer I'expression de f(x) sachant que P(-2;5)e€,, et que la

f°

. . . . 2
tangente & 6 , au point d’abscisse 1 a pour coefficient directeur 3

lﬁ] Voir la méthode 2 et l'exercice 9.

TANGENTE DE COEFFICIENT
d DIRECTEUR DONNE | *% | ©& 25 min | »P. 121

3
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= 2% +2x* —6x+1,

et € , sa courbe représentative dans un repere du plan.
a. Calculer f’(x) pour tout réel x.

b. Déterminer I’équation réduite de la tangente a 6 , au point d’abscisse 0.

c¢. Déterminer les points de la courbe en lesquels € , admet une tangente
horizontale.

lf] Quel est le coefficient directeur d’'une droite horizontale ?
Il faut avoir traité le chapitre 3 pour répondre aux questions 3 et 4.

d. Déterminer les points de la courbe en lesquels 6 - admet une tangente
paralléle a la droite @ d’équation y = x.

106 Nombre dérivé, fonction dérivée



COURS EXOS 0
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<

TANGENTES PASSANT
E] bAR UN POINT DONNE | X% | & 25 min | »p. 121

La courbe ci-contre est celle de la fonction f définie sur R par :
f(x)=x>+2x-6.
1. Calculer f’(x).

2. Déterminer une équation de T , la
tangente a la courbe de f au point
d’abscisse —2 et tracer cette tangente.

lﬁ) Voir la méthode 2.

3. Existe-t-il des points de la courbe de
fen lesquels la tangente est paralléle a
la droite & d’équation y = —4x ?

4. On cherche a déterminer s’il existe
des points de la courbe de f en lesquels
la tangente passe par le point
M(2; -2).

a. Tracer toutes les droites qui vous
semblent convenir.

b. Justifier votre conjecture, c’est-a-dire
déterminer les différentes valeurs de a
pour lesquelles la tangente a la courbe
de f au point d’abscisse a passe par le

point M.

lf] On sera amené a résoudre une
équation du second degré : voir le
chapitre 3.
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EXOS & SUJETS

. POSITIONS RELATIVE

COURBE/TANGENTE | %% | & 15 min | »p. 122
On a tracé la courbe € , représentant la fonction f 9 Ed
définie sur R par f(x)=x" et placé le point A
) . 8"
d’abscisse —1 sur cette courbe.
1. Déterminer une équation de la tangente T & €, T
passant par A et tracer T. 6T
ST %,

lf) Voir la méthode 2. 4
31
2. a. Justifier que pour tout x € R, P
X =3x-2=(x+D)(x*-x-2). 14

lﬁ) Développez le membre de droite. —|2 /0 i I2 X
ot
b. Dresser le tableau de signes de x* —3x —2. =2t
_3__
l{b Il faut avoir traité le chapitre 3 sur le second degré 1

c. En déduire la position relative de 6 ,etdeT.

TANGENTE COMMUNE A DEUX COURBES | ** | & 15 min | »p. 123

0 1 2 3 x
On considére les fonctions fet g définies sur | -1 ; +oo[ par :

f(x)=x—x+1et g(x)=ﬁ.

a. Justifier que g est dérivable sur ] -1 ; +oof et calculer g’(x) pour x € [ -1 ; +oo[ .
b. Justifier que les courbes de f'et g sont sécantes en leur point d’abscisse 0.

c. Les courbes de fet g ont-elles la méme tangente en ce point ? Justifier.

l/:] Voir la méthode 2.
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)
PREPARER UN CONTROLE

NOMBRE DERIVE % | & 20 min | »P. 124

1. Soit f'la fonction définie sur R par f(x)=x"+5.

a. Soit 4 un réel non nul proche de 0.

Calculer le taux d’accroissement de f'entre 2 et 2+ /1 .

b. En déduire que f est bien dérivable en 2 et préciser la valeur du nombre
dérivé f7(2).

lfb Voir la méthode 1.

2. Si a est un nombre réel, démontrer que la fonction g : x +— x* est dérivable
en ¢ a l'aide du taux de variation, puis donner I’expression de g'(a).

TANGENTES | % | & 15 min | »e. 124

On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction g définie sur
[-1,5; 3] par: 4

g(x)=2x" —4x> =5x+5. S
a. Placer sur la courbe de g les points A, 11+

B et C d’abscisses respectives —1, 0 et 2.
b. Pour chacun de ces points, détermi-
ner le coefficient directeur de la
tangente a la courbe (Gg , puis tracer
ces tangentes.

c. Déterminer une équation de cha-
cune de ces tangentes.

lfb Voir la méthode 1.

Nombre dérivé, fonction dérivée 109



EXOS & SUJETS

CALCULS DE DERIVEES | %% | & 15 min | »P. 125

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer f”(x), pour tout x €I :
3x 3

a f(x)=—-—; I=]-;0[.
S(x) T ] [
b. f(x)=2x=3)*; I=R.
2—-x 1
. = ; I=]—=;+ e
A v =3t =l
If] Voir la méthode 3.
TANGENTES A UNE HYPERBOLE | *% | & 35 min | »ep. 126 |
La courbe 7€ représente la fonction inverse, définie sur J-oo ; O] U ]0 ; +oo [ par:
1
S(x)=—.
X

On considére le point M(—1 ; 1) et on cherche a déterminer s’il existe des
tangentes & I qui passent par le point M.

J/‘%

1. Placer M et tracer toutes les droites passant par M qui semblent tangentes
ala courbe €.
2. Soit A un point de #. Notons a son abscisse.
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COURS EXOS 0

& METHODES & SUJETS

<

a. Démontrer qu’une équation de la tangente a € au point A est :

1 2
e A
a a

b. En déduire que la tangente en A a ¥ passe par M si, et seulement si,
a vérifie a* —2a—-1=0.

c. Résoudre cette équation, puis conclure sur le nombre de droites tangentes a
€ passant par M, et en donner les équations.

lﬁ) Voir la méthode 2 et le chapitre 3 sur le second degré.

ALLER PLUS LOIN

FX)] FoncTION VALEUR ABSOLUE | %% [ & 10 min | »e. 127

Soit f la fonction valeur absolue, définie sur R par :

xsix=0

f(X)=IXI={

—xsix<0

Soit / un réel non nul, proche de zéro.

SO+h) - f(0)
h

a. Calculer le quotient
h < 0.

b. En déduire que la fonction f'n’est pas dérivable en 0.

, en distinguant les cas 71 >0 et

DEMONTRONS LES FORMULES | x%% | & 20 min | »p. 128 |

L’objet de cet exercice est d’établir les formules de la dérivée d’un produit, et
de la dérivée d’un quotient.
1. Soient f'et g deux fonctions dérivables en a.
Soit /2 un réel non nul, proche de 0 (de sorte que f'et g soient définies en a + /).
a. Vérifier que :
Sfla+h)xgla+h) - f(a)xg(a)
h
Sla+h)— f(a)

= P xXgla+h)+ f(a)x

gla+h)—g(a)
p .

l{b Réduire le membre de droite au méme dénominateur.

b. En admettant que £1n(')1 gla+h)= g(a), montrer que ( f X g) est dérivable

en a et donner I'expression de ( f X g)'(a).
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EXOS & SUJETS

2. Soient f'et g deux fonctions dérivables en a, et supposons g(a) # 0.
Soit /1 un réel non nul, proche de 0 (de sorte que fet g soient définies en a + A
etque g(a+h)=0).

a. Vérifier que :
fla+h)  f(a)
gla+h) g(a)

h
L[S @ ) g Bt os@)]
gla)xgla+h) h h
b. Justifier que (i) est dérivable en a et donner I’expression de (i) (a).
g g
FX] APPROXIMATION AFFINE | %% | & 35 min | »p. 129 |
Partie A.

Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I contenant a et non réduit a a.
On note 6 , sa courbe représentative dans un repére du plan.

1. Rappeler I’équation de la tangente & € , aupoint A d’abscisse a.

On notera T cette tangente.

2. Soit A un réel non nul proche de zéro, tel que a +hel.

On note M le point de 6 , d’abscisse a+h et N le point de T d’abscisse
a+h.

Exprimer, en fonction de a et de /, les coordonnées de M et de N ainsi que

la distance MN.
3. Justifier 'approximation, appelée « approximation affine » :
si h est proche de zéro, alors f(a+h) = f(a)+ hf’'(a).
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COURS EXOS 0

& METHODES & SUJETS

<

Partie B. Application
1. Notons /' la fonction racine carrée.
a. Donner la valeur de f'(1) etde f’(1).

b. Etablir I'approximation affine de /1 +4 pour 4 proche de zéro.
c. En déduire, sans utiliser de calculatrice, une valeur approchée de /1,001.

pour /& proche de 0.

, 1
2. Etablir I’ imation affine d
ablir 'approximation affine de o

. . . , 1
En déduire, sans utiliser de calculatrice, une valeur approchée de 198"
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[l TAUX DE VARIATION AVEC PYTHON

1. On compléte le script ainsi :

1 deftaux_var(f, a, h) :
2 return (f(a+h)-f(a))/h

2. a. Dans la console on écrit taux_var(lambda x : 3*x**2-x+3,2,0.1)
On obtient I’affichage : 11.300000000000008.

b. En prenant 4 = 0,01 on obtient 11.029999999999696.
Pour /2 = 0,001 on obtient 11.000300000034713.
On conjecture que le taux de variation tend vers 11 quand /4 tend vers 0.

c. La fonction fest polynomiale donc dérivable sur R et
f'(x)=3x2x—-1=6x-1 donc f'(2)=6x2-1=11.

[Fd TAUX DE VARIATION, DERIVABILITE
fA+h)-f1) h -0

1. a. = h.
h h
b. %mg h =0 donc f estdérivableen1let f'(1)=0.
5. 8W=-g®) Jh-0_ 1
o h h Jh'
b. Pour 7 =10,01 : L =10.Pour2=0,0001: ; =100.

V0,01 40,000 1

On peut conjecturer que le taux de variation n’admet pas une limite finie quand
h tend vers 0, donc que g n’est pas dérivable en 0.

lf] On aurait pu utiliser le script de 'exercice 1 pour effectuer ces calculs.
La fonction racine carrée est bien définie en 0 mais n'est pas dérivable en 0.
Sa courbe admet une tangente verticale en son point d'abscisse 0.

Y
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3. Soit /& un réel non nul, proche de 0 :

1, 121
o KW —k@©) _2h+1 ~ _ _2h+1
h h h
e
hx(2h+1) 2h+1
b. lim 2h+1=1 d’ou lim——— = —2 donc k est dérivable en 0 et k’(0) = -2.
h—0 =0 2h +1
[E} bu NOMBRE DERIVE A LA TANGENTE
ry
(6/
5_.
4__
3_.
Fol

L,,,__
_h__
=y

=2

a. Les coordonnées de E sont (2 ; 1), donc f(2) =-1.

Les coordonnées de F sont (-1 ; 2), donc f(-1)=2.

b. La tangente a la courbe au point E a pour coefficient directeur f’(2) = 2 donc
elle passe par E et a pour vecteur directeur #'(1 ; 2).

La tangente a la courbe au point F a pour coefficient directeur f”(—1) = —4 donc
elle passe par F et a pour vecteur directeur v’(1 ;—4).

c. L’équation réduite de la tangente a la courbe au point E est :
y=f2Q)+ f2)(x-2)=-14+2(x-2)=2x-5.
L’équation réduite de la tangente a la courbe au point F est :
y=fED+ fED - (D)) =2-4(x+1)=4x-2.

DE LA TANGENTE AU NOMBRE DERIVE ... ET INVERSEMENT

a. f7(=3) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe au point A.

On cherche donc le coefficient directeur de la droite (AB).
Donc f/(3)= 2 2 Yo~ o 3-1 _
Ax M = 2 -2-(-3)

De méme f’(0) est le coefficient directeur de la droite (BC) donc f’(0) = 1.

b. Les valeurs de x pour lesquelles f’(x) = 0 sont les abscisses des points ou la
courbe possede une tangente horizontale.
Graphiquement, on lit: x = —-1,7 ou x = 4,3 .
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I} EQUATIONS DE TANGENTES
1. a. L’abscisse de A est 2 donc son ordonnéeest : f(2) = —0,5x 2> +2+1,5=1,5.
b. f/(x)=-0,5%x2x+1+0=-x+1 .Donc f'(2)=-2+1=-1.
c. La tangente cherchée passe par A et a pour vecteur directeur # (1 ;—1).
d. L’équation réduite de cette tangente est :
y=f2)+ f2)(x-2)=15+(-1)(x-2)=-x+3,5.

2. Lordonnée de M est f(=1)=-0,5x (-1’ =1+1,5=0.
f'(x)==x+1donc f'(-)=-(-D)+1=2.
La tangente cherchée passe par M et a pour vecteur directeur v (1 ; 2).
Son équation réduite est :

yv=f(=D+ f(-D(x=(-1))=0+2(x+1)=2x+2.
3. Lordonnée de Nest f(1)=—-0,5x(1)> +1+1,5=2.
f'(x)==x+1donc f"(I)=-1+1=0.
La tangente cherchée passe par N et a pour vecteur directeur w (1 3 0).

Son équation réduite est :
y=fO+fDHx-D=2+0(x-1)=2.

Iﬁ La tangente est horizontale au point N qui correspond au maximum pour la fonction f

sur[-1;3].
y
. W
/.N A
/48 g
M »
1 0 1 2 3 X
1+
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I3 cALcuLs DE DERIVEES (1)

a. Pour tout x réel, f(x)= 3—77)6 = 3—%x , donc

7 7
"(x)=0——x1=——.
S(x) 7 5

b. Pour tout x réel, f'(x)=2x2x-3x1+0=4x-3.

c. Pour tout x<0,f(x)=—2><l donc f’(x)=—2><(—i2)=i2.
X x

d. Pour tout x >0, f’(x)=3x"-—

2J_
e. f estdelaforme g(ax+b) avec g(x) = Jx,a=3,b=-
gest dérivable sur J0;+ e [ ;orpourx € ]2;4+ o[, x>2 donc 3x >6
c'est-a-dire 3x — 6 > 0.
Donc f'est dérivable sur ]2 ;4 oo [ , et pourtout x >2 ona:

g 1 )_ 3
2\3x -6 23x -6

f. f estle quotient de deux polyndmes dérivables sur R et son dénominateur ne

f'(x)=axg'(ax+b)=

s’annule pas sur R, donc f'est dérivable sur R.

/X _ X ’
f: % avec u(x)zzx—l et v(x)=4x2+1.
v

Or u'(x)=2 et v(x)=4x2x = 8x.
Donc, pour tout x réel,
2(4x2 + 1) - (2x—-1)x8x

S = (42 1 1)
soit : f7(x) = 8x” +2—16x" +8x —8x’+8x+2
' (4x* +1)° (4x* +1)°

g. f estdelaforme uxv avec u(x)=x et v(x)= Jx dérivables sur 105400 [,

donc fest dérivable sur J0;+o0 [ et f"=u'Xv+uxv’'.

Or u'(x)=1et v(x)= donc, pour tout x > 0,

1
2Jx
f(x)—lX\/_+x><2\/;—\/_ Vx %\/;

h. f estdela forme 7 x 1 avec v(x) = (2x —1)* = 4x* — 4x + 1 dérivable et qui
v

1
ne s’annule pas sur }5 st m[.

: . 1 , -’
Donc f'est dérivable sur }5 s+ oo[ et f/=7x ‘2)
v
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Or v'(x) =8x—4 donc, pour tout x > % :

2x-1) . —28

—(8x—4)__ o
—>=-28X% 4,s01t.f(x)—7(2x_1)3.

S =Tx o (2x—1)

Iﬁ'] Autre méthode pour le calcul de v”:
v(x)=glax+b) avec g(x)=x*, a=2 et b=—1.

Or ¢’(x)=2x donc v'(x)=axg’(ax+b)=2x2(2x—1)=8x—4.
i. f(x)=(x+\/;)><(x+x/;)2 =(x+\/;)(x2+2x\/;+x).
Donc fest de la forme u x v avec u(x)= x++/x et v(x)= x’ +2xVx + x.

u'(x)=1+% et v’(x)=2x+2><%\/;+1=2x+3\/;+1.

lib Pensez a utiliser le résultat de la question g.

Donc, pour tout x > 0 :

£1x) = (1+ﬁ)(x2 + 224 + 1) (3 + V) (2 + 3WF +1)

=x2+2x\/;+x+§+x+%+2x2+3x&+x+2x&+3x+\/;

3Vx
=
2

15xVx
ar T + 6x

f(x)=3x’

coUT MARGINAL

a. On écrit :

1 def f_m(fx):
2 return f(x+1)-f(x)

b. L’instruction

f m(lambda x:0.005*x**2+0.15*x+1,1000)

affiche la valeur 10.154999999999745
f’(x)=0,005%x2x+0,15=0,01x + 0,15

donc f7(1000) = 0,01 x 1000 + 0,15 = 10,15.

Ces deux valeurs sont tres proches.

lf] On peut vérifier que f_(x)=0,01x+0,155 aprés simplification.
Ce calcul devient rapidement trés difficile lorsque la fonction f se complique.
On utilise alors l'approximation f_(x)=f’(x).
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EJ NOMBRE DERIVE (1)
1. Soit / un réel non nul, proche de zéro.
4 4
L LU —f M) 5400 5
h h
4x5  4x(5+2h)
:(5+2h)><5 Sx(5+2h)

h
__ % 1__ -8
C(5+2)x5  h 5(5+2h)
b. lim(5+2h) = 5, done lim—— -5 __38
10 -05(5+2h) 5x5 25
donc f est dérivableen 1 et f/(1) = —%.

2. Soit £ un réel non nul, proche de zéro.
g(0+h)—g(0) VA +1-1
a. =
h h
(\/h2+1—1)><(\/h2+1+1)
- hx (NI +1+1)
car VA +1+1#0,donc:

g0+m)—g(0)  K+1-1 _  h
h xR +1+1) R +1+1
h 0
b. limvA* +1 = 1, donc lim————— = — = 0,
= o S T r1+1 2

donc g est dérivable en 0 et g’ (0) = 0.

[E] UNE FONCTION INCONNUE
a. On lit sur le graphique :
g(1)=2 car (Gg par passe le point de coordonnées (1; 2).

g'(4)=0 car 6, admet une tangente horizontale au point d’abscisse 4.
b. Pour tout x € ]0 ; +eof ,

’(x)—a><1+0+L—a+L
§ W Wx
At 1
g®H=0"las -9
oA

c. Résolvons le systéme :

I 5
a+b=1 . a+b=1 b=1+Z=Z
da+1=0
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On a donc : a=—l etbzé.
4 4

g est définie sur [0 ;+ o[ par g(x):—%+%+\/;,

1 1
" est définie sur |0;+ oo par g'(x)=——+ ——.
g | [ par g’(x) YREN

m APPLICATION AUX SCIENCES PHYSIQUES
x'(¢) =73

1. Pour tout ¢ E[O ; tF],
y'(t)=-98t+7

: 5
2. x, =5V3 = x(t,) avec x(¢) = 73t , d’out 7V3t, =5v3 , soit 1, = >

¥ (t,)=-9.8 x ; +7==7+7=0 et x'(t;) = 7/3. Donc ¥(t;)(743 ;0).

3.a. x, = 12+5V3 = x(¢,) soit 12+5V3 =731, d’ou:

12453 4xV3 +5x3  4/3+5

"TTIlR T IxB 7
b. y'(zF)=—9,8x@+7=—1,4(4J§+5)+7

=-56x3—-7+7=-563.
Donc i(tp)(7x/§ ;—5,6\/5).
e [F (e, ) = (7V3) +(=5,6v3) = 241,08 . |7 (1, )| = 241,08 = 15,53.

Le poids touche donc le sol avec une vitesse d’environ 15,5 m -s™.

E¥]l INTERPRETATION GRAPHIQUE
La fonction f'est dérivable sur R et, pour tout x réel, f’(x)=2x+ a.

P(-2;5)€% e
. . . . 2
La tangente & 6 , au point d’abscisse 1 a pour coefficient directeur - 5
f(=2)=5 (=2 +ax(=2)+b=5

2 & 2
‘D=-= 2X1l+a=-=
S 3 as-3

2a+b=1 b:1+2a:1_ﬁ b:_E

St 8 =4 3@ 3
a=—— 8 8.

3 a=—— a=——

3 3

lﬁ f(x) = y signifie que M(x; y) est sur la courbe de f.
8 13

est définie sur R par f(x)=x>——x— —.
f par f(x) 3 3
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m TANGENTE ET COEFFICIENT DIRECTEUR DONNE
a. Pour tout x réel, f’(x)=2x"+4x —6.
b. £(0)=1¢et f'(0)=-6, donc I’équation réduite de la tangente a <6f au point
d’abscisse 0 est: y=1-6(x—0)=—-6x+1.
c. 6 r admet une tangente horizontale au point d’abscisse «a si, et seulement si,
f’(a)=0.
Or f’(a)=0&2a” +4a—6=0. Cest une équation du second degré.
A=4 —4x2x(-6)=64>0.

Elle admet donc deux solutions :

—4+8 —4-8

1 et -3.

6 -admet une tangente horizontale aux points d’abscisses 1 et — 3.

d. (d) a pour coefficient directeur 1, donc 6 , admet une tangente au point
d’abscisse a, paralléle a 9 si, et seulement si, f”(a)=1.

Deux droites sont paralléles si, et seulement si, elles ont méme coefficient directeur.
Or f(a)=1=2a>+4a—-6=1

&2’ +4a-7=0.
A=4 —4x2x(-7)=72>0.

Cette équation admet deux solutions :

ﬂblﬁf et ‘4‘4@:_1_% car VA = T3 = 643,

84 , admet une tangente paralléle a & aux points d’abscisses :

32 32

1+ et -1-
2 2

m TANGENTE PASSANT PAR UN POINT DONNE
I. f(x)=x>+2x—-6 donc f’/(x)=2x+2.
2. Une équation de T , la tangente a la courbe de f/* au point d’abscisse —2est :
y=f(2)x=-(2)+ f(-2).
Or f(-2)=(2) +2(-2)-6=4-4-6=-6
et f(-2)=2(-2)+2=-2.
Donc T, :
y=2x+2)-6=-2x-4-6
=-2x - 10.
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3. La tangente a la courbe au point
d’abscisse x est parallele a 9 si, et
seulement si, ces deux droites ont méme
coefficient directeur, ce qui équivaut
successivement a f'(x) =—4 ;

2x+2=-4;2x=-6 ; x =-3.

Il y a donc un unique point qui convient :

1(-3;-3).

4. a. Il semble que deux droites
conviennent. @
b. Soit aeR et A(a ; f(a)) le point /

d’abscisse a de la courbe de .

La tangente & 6, au point A a pour
équation: y = f“(a)(x—a)+ f(a).
y=Qa+2)(x-a)+a’+2a-6.

M(2 ; -2) est sur cette tangente équivaut
successivement a :

Qa+2)2-a)+a’ +2a-6=-2 ;

2 2 T"
4a-2a" +4-2a+a +2a-6=-2; B
- +4a-2=-2;-a +4a=0;
a(-a+4)=0;

a=0oua=4.

On trouve donc deux points :
A(0;-6) et B(4;18).

POSITION RELATIVE COURBE/TANGENTE
1. f estdérivablesur Retpourtout x e R, f’(x) = 3x7,

donc la tangente au point A d’abscisse a = —1 a pour
équation :
y=f(a)(x=-a)+ f(a)
= f/(=D(x-(=D)+ f(-1
= /EDx+ D+ f(D).
Or f'(-1)=3x (-1 =3
et f(-1) = (-1 =1,

donc :

y=3x+1)+(-1)=3x+3-1
=3x+2.
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2. a. Soit x e R.

(x+DGP-x-2)=x"-x*-2x+x*—x-2 = x -3x-2.

b. x+l1=0s x=-let x+1>0 & x>-1.
xX*=x-2=ax’+bx+caveca=1,b=-1,c=-2.

Son discriminant est A = b* —4ac = (-1)* =4 x1x(=2) =9 > 0, donc il a deux
racines x, = -l et x, = 2.

Comme a = 1> 0, on en déduit le tableau de signe de x* —3x -2 :

X —oo —1 2 +o0
x+1 - +
X' —x-2 + 0 - 0
X’ —(3x+2) — 0 - 0 +

c. On en déduit que :
epour x=-1ou x=2, x’ —=(3x+2)=0, clest-a-dire x’ =3x+2.

La courbe et la tangente sont sécantes.
ePourxe J-eo—1[U-1;2[, X’ = (3x+2)<0 & x’ <3x+2.

La courbe est en dessous de la tangente.
ePourxe 2;+e [, X’ - (3x+2)>0 © x’ >3x+2.

La courbe est au- dessus de la tangente.

I TANGENTE COMMUNE A DEUX COURBES

1 .
a. g(x) = @ avec v(x) = x + 1 dérivable et ne s’annulant pas sur | -1 ; +oo,

donc g est dérivable sur ] -1 ; +oo[ et g’(x) = — 4 (xz .
v(x)
Or v'(x)=1, donc g'(x) = —;2 pour x € |1 ; +odf .

(x+1)

b. f£(0)=1= g(0) ,donclescourbesde f et g sontsécantesen leur point d’abs-
cisse 0 et d’ordonnée 1. On le note A.

c. f'est dérivable en 0, donc sa courbe admet une tangente au point A d’équation :
y=f(0)x—-0)+ f(0).
Pour x € |-1; +oo, f’(x)=2x—-1 donc, f(0)=2x0-1=-1.
Une équation de la tangente a la courbe de f au point A est donc :
y=-x+1.
g’(0) = —ﬁ = -1, donc on trouve de méme que la courbe de g admet une
+

tangente au point A d’équation y = —x +1 : c’est la méme tangente que pour la
courbe de f .
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I3 NoMBRE DERIVE (2)

1. a. Soit & # 0 proche de 0.
Le taux d’accroissement de fentre 2 et 2+ /A est:

fC+m-fQ2)
. :

Or fQ+h)=Q+h)+5=2>+2x2xh+h +5
=’ +4h+9 et

f(2)=2>+5=9,

SQ+h) = fQ2)_ K +4h+9-9 _ K +4h

donc =h+4.
h h h
b. Quand % tend vers 0, i + 4 tend vers 4, valeur finie.
Donc fest bien dérivable en2 et f'(2) = 4.
) gla+h)—g(a) (a+h)y -da
' h h
a’ +2ah+h —a*  2ah+ I’
= P = p =2a+h.

Or %inrol(za + h) =2a donc le taux de variation a une limite finie quand / tend

vers 0 : la fonction carré g est dérivable en « , et & (@) = 2a.

TANGENTES

a. Les points A, B et C d’abscisses respectives —1, 0 et 2 ont respectivement pour
ordonnées :

g(-1)=2(-1 - 4(-1¥ -5(-)+5=-2-4+5+5=4,

g(0)=5¢et g(2)=-5.

b. g(x)=2x3x" —4x2x-5x1+0=6x>—8x—-5.

Donc g’(-1) = 6(=1)* —=8(-1)-5=9.

La tangente en A passe par A et a pour vecteur directeur u (1 ;9).

Deméme g’(0) = -5 et g’(2) = 3, donc la tangente en B a pour vecteur directeur
v (1;-5) et la tangente en C a pour vecteur directeur w (1 ; 3).

c. L’équation réduite de la tangente en A est :
y=g(-D+g (-D(x-(-))=4+9(x+1)

=9x +13.

L’équation réduite de la tangente en B est :

y=g(0)+g’(0)(x-0)=5-5x
=-5x+5.

L’équation réduite de la tangente en C est :

y=82)+g'(2)(x-2)=-5+3(x-2)
=3x—11.
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A A

EF] cALcuLs DE DERIVEES (2)

3 3 3 3 1 .
a. f(x):—x——:—x——x— donc f est dérivable sur | — o ;0] et
7 Ix 7 7 x
3 3 1 3 3
'X)==xXl-=X|-—|==+=—.
f=gx1-7 (xz) 77 7%

b. f estdelaforme g(ax+b) avec g(x)=x*, a=2,b=-3.
g est dérivable sur I = R, donc f également et g’(x) = 4x”.

Donc f/(x)=ax g’ (ax+b)=2x412x—-3) =8(2x-3)*.
. . 1
c. festle quotient de deux polynomes dérivables sur I = ] ——:F oo{ , et son dé-

nominateur ne s’annule pas sur I = ] - §;+ oo[.

W Xv—uxy

2

1
Donc f'est dérivable sur I = ] - §;+ oo|: etf =
v

avec u(x)=2-x et v(x)=3x+1.
Or u'(x)=-1etv(x)=3.

1
Donc, pour tout x dans I = ]— §;+ oo {,

(~DBx+1)—(2-x)x3

S = Gx+1)
o Bx—1-6+3x —7
oIt S == T T G
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E¥] TANGENTES A UNE HYPERBOLE
1.

Il semble que 2 tangentes passent par M.
2. a. La fonction f est dérivable sur J-eo ; O[ U JO ; +oo et pour tout x # 0,
f(x)= _—21 donc la tangente au point A d’abscisse a # 0 a pour équation :

i y = F@)x - a)+ (@),

1 1

avec f'(a)=—— et f(a)=
a a
Une équation de la tangente a la courbe de f au point A est :
1 1 1 a 1 1 1 1
y=——>(x-a)t—=-——"x+t—+—=—x+t—+—
a a a a  a a a a
. 1 2
soity = ——x+—.
a a

b. M(-1 ; 1) donc la tangente passe par M si, et seulement si,
1 2 1 2
——?X(—l)‘l‘;——z =

)

a
ce qui équivaut successivement a :

2=1+2x a’ =1+ 2a (en multipliant par a* #0) ;
a

a-2a-1=0.
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c. L’équation a* —2a—1=0 est une équation du second degré avec A =1,
B=-2,C=-1.
Son discriminant est A = B> —4AC = 8 > 0, donc elle admet 2 solutions :
oD 220 s DB s
2x1 2 2x1
Ces deux solutions étant non nulles, il y a donc deux tangentes passant par M,

aux points d’abscisses 1 —~/2 et 1++/2 , dont les équations sont :
2

I 2 1
T - el R G VI S R T

FI] FONCTION VALEUR ABSOLUE
SO+h) = f(0) _[0+AHO[ _[A[=0 _ |4

a.

i I nn
" sihs0
Done 20+1=10) _[i
h -
i
SO+ h)—f(0)

b. Le quotient vaut 1 si 4 >0 et —1 si & <0, il n"admet donc

h
pas de valeur limite quand /% tend vers 0.

f1’est donc pas dérivable en 0.

lf] On dit que le taux de variation admet une « limite a droite » égale a 1 et une « limite
a gauche » égale a —1. La courbe admet des « demi-tangentes » a gauche et a droite
en 0, mais pas de tangente en 0.

y=|x]
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F¥] DEMONTRONS LES FORMULES

1. Soit / un réel non nul proche de 0.

0. fla+h)— f(a) gla+h)—g(a)

P X gla+h)+ f(a)x P
_Jlath)xglat+h)— f(a)xgla+h)+ f(a)xgla+h) - f(a)xg(a)
h
_Jlath)xgla+h) - f(a)x g(a)
p .

b. fet g sont dérivables en a, donc :

lim @t =@ _

h—0 h
ot lim £t h})l —g(a) _ ,

h—0

g'(a)
Or %in(}g(a +h) = g(a) donc:

g LE DT gy (a2 D=2

= f(a)x g(a)+ f(a)x g'(a),
donc hm(f+g)(a+h)_(f><g)(a) =f'(a)><g(a)+f(a)><g'(a),

h—0 h

(f x g) est donc dérivable en a et :

(fxg)(a)= f(a)x g(a)+ f(a)x g'(a).
1
2 @xgar )

_ 1 Jlathgla) - fla)gla)+ fla)gla)~ f(a)gla+h)
g(a)x gla+h) h

f(a+h2—f(a) % 2(a)~ f(a)x g(a+h2—g(a)

_ 1 ><(f(a + Mg — f(a)g(a+h))
h gwga+h
_ lx(f(‘”h) B f(a))

h \ga+h gw

flath) f(@
_glath)  ga)
. .
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1 1
b. 1i +h)= done i - .
i@+ )= g(a), done @ w g@r ) 5@y
De plus,
i LON=1@ 1) ¢y EED =8 _ ) o,

- 1 Sfla+h) - fla) gla+h)-gla)
lhlfég(a)xgwm)x[ [ =l h
S (a)x g(a)— f(a)x g’(a)
g(ay’ ’
A _(L
Donc lim g)(a+h) (g)(a) _ ffiaoxgww - f@xg @
h—0 h g(a)z ’

(g) est dérivable donc en a et :

(L)’(a) _ S@)xg(a)- f(a)xg'(a)
g g(a)’

m APPROXIMATION AFFINE

Partie A.

1.T:y=f(a)+ f'(a)(x—a).

2. M €€, ,donc M apour coordonnées (a+h; f(a+h)).
N eT donc:

Iw=fla+ ff(a)yx((a+h)—a)= f(a)+ f'(a)h.
D’ou N(a+h; f(a)+hf’(a)).

Ensuite, MN = |[MN]|| avec MN(0 ; f(a) + hf"(a)— f(a+ h)).
Donc MN:\/O2 +(f(a)+hf'(a)—f(a+h))2
MN =|f(a)+hf”"(a) = f(a+h).

3. Par définition de la tangente & 6 ,au point d’abscisse a, lorsque % est proche
de 0, le point M est proche du point N.
Ces points ayant méme abscisse, il en résulte que y,, = y, , C’est-a-dire que :

fla+h)= f(a)+hf'(a).

Partie B.
lL.a. f()=+1=1.

1 1
Pour tout 0, f'(x)=—+.,d (D =—.
our tout x >0, f7(x) N onc f’(1) >

lﬁ] Pour calculer f’(1), il faut impérativement dériver avant de calculer l'image de 1
par f’.
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b. Pour i proche de zéro, f(1+h)= f(1)+ hf’(1), soit :
Vi+h =1+ g

c. 1,00l =1+ A avec & = 0,001 proche de zéro.

Donc /1,001 = 1+ 0’201 , Soit :

J1,001 =~ 1,000 5.

2. ﬁ = g(2+h), g désignant la fonction inverse.
+

1
Alors g(2) = ) et, pour tout x # 0,

’ 1 9 \qY ’ 1
g(x)z—? doug(2)=—z.

Pour / proche de 0,
g(2+h)=g(2)+hg'(2).

1 1 1 A
(@) 2+h’2:—+h><(——):———.
r g(2)+hg'(2) 2 1)1
Dong, pour /& proche de 0 :
1 L&
2+h 2 4
1,98 =1+ A avec h =-0,02.
—0,02 étant proche de O : B ﬂ
1,98 2 2
O = 0,5+0,01=0,51
2 2
1
donc : =~ (,51.
1,98
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COURS

& METHODES

EXOS

& SUJETS

5 Applications
de la dérivation

“ ETUDE DES VARIATIONS D'UNE FONCTION
1. Définitions

Soit fune fonction définie sur un intervalle .

* Sipour tout u et v deItel que u<v,ona f(u)< f(v), on dit que fest
strictement croissante sur I.

* Sipour tout u et v deltel que u<v,ona f(u)> f(v), on dit que fest
strictement décroissante sur I.

* Sipour tout u et v deltel que u<v,ona f(u)= f(v),on dit que fest
constante sur I.

EXEMPLES: f est strictement croissante sur 'intervalle [-2 ; 4].

g est strictement décroissante sur I'intervalle [- 2 ; 4].

F40))] P
V()]

4N

: 0

N -
N

2. Sens de variation et signe de la dérivée

Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I.

* Si f’ est strictement positive sur I, sauf en des valeurs isolées de x ou
f’(x) =0, alors fest strictement croissante sur I.

* Si f7 est strictement négative sur I, sauf en des valeurs isolées de x ou
f’(x) =0, alors fest strictement décroissante sur 1.

*Si f7 estnulle sur I, alors f* est constante sur 1.

m EXTREMUM, EXTREMUM LOCAL D'UNE FONCTION
1. Définitions

Soit f'une fonction définie sur un intervalle I et x; un élément de I.

* f(x,) estle maximum de f'sur I < pour tout x del, f(x) =< f(x,).

* f(x,) estle minimum de f'sur [ < pour tout x del, f(x)= f(x,).

* Lorsque x, n’est pas une borne de I, on dit que f admet un maximum local
en x, s’il existe un intervalle ouvert J inclus dans I et contenant x, pour le-

quel f(x) = f(x,) pour tout x del.
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* Lorsque x; n’est pas une borne de I, on dit que f admet un minimum local
en x, s’il existe un intervalle ouvert J inclus dans I et contenant x, pour le-
quel f(x)= f(x,) pour tout x del.

* f(x,) estun extremum (local) de f si f(x,) est un maximun (local) ou un
minimum (local) de f sur I.

EXEMPLE : la fonction f représentée
est définie sur I = [-5; 3].

f(=5) =4 est le maximum de f sur
I; f(-4)= f(3) =-1 est le minimum
de f surl; f admet un maximum
local en —1, égal a 3, et un minimum
local en —4, égal a —1 : il coincide
avec le minimum de f* sur L.

2. Extemum et dérivée

PROPRIETE :

Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle I et x; un élément de
L. Si f présente un extremum local en x,, alors f’(x;) = 0.

En extremum local, la tangente a la courbe est horizontale.

-

L4

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

lﬁ La réciproque de cette propriété est fausse.
On a représenté ci-dessous la fonction f définie sur R par f(x)=x>.
f est dérivable sur R et f/(x)=3x? pour tout x de R. Ainsi f’(0)=0 et pour tout
x#0, f/(x)>0 donc f est strictement croissante sur R.
f(0)=0 n'est donc pas un extremum local pour f.

PROPRIETE :

Soit f'une fonction définie, dérivable sur un intervalle I et x; un ¢lément de 1.
Si f’ s’annule en x, et change de signe en X, alors, f admet un extremum
local en X, .
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COURS o

& METHODES

METHODE I

Etudier les variations d'une fonction f
-» Voir les exos 1,2, 3, 4, 6,7, 8,10, 11, 13, 14, 15 et 16.
Etape 1. Calculer f’(x).

l/:] On utilise les méthodes de dérivation du chapitre 4.

Etape 2. Si son signe n’est pas évident, mettre f’(x) sous forme de pro-
duit ou de quotient pour construire un tableau de signes.

Si f’(x) ne peut étre mis sous forme d’un produit ou d’un quotient,
résoudre I’équation f’(x) =0 et 'inéquation f’(x)>0.

Etape 3. A partir du signe de f ’(x) donner les variations de f par une
phrase ou dans un tableau de variations.

Exo résolu

Etudier les variations de la fonction f'dans chacun des cas suivants :
a. f'est définie sur R par :
f(x)=x"-3x.
b. fest définie sur [0 ; +oo[ par:
f(x)=1+x—x/x.
CORRIGE
a. Etape 1. La fonction fest polynomiale donc dérivable sur R :
f7(x)=3x"-3.
Etape2. f/(x)=3x"-3=3(x"—1)=3(x-1)(x +1).
Etape 3. 3>0 donc le signe de f’(x) est le méme que celui de
(x=1)(x+1).
On dresse son tableau de signes, puis le tableau de variations de f :

X —oo -1 1 +oo
x—1 - - : T
x+1 — (I) +
(- D(x+1) + 0 - 0 +
2
f(x) / \;,2/'
b. Etape 1.

f est définie sur [0 ; +oo[ mais x — +/x n’est dérivable que sur ]0; +oo[ ,
donc [ est dérivable sur ]0; +odf .

lﬁ] Pour la dérivée d'un produit et de x+— Jx :voirle chapitre 4.

Pour tout x>0, f’(x)=0+1—<\/§+xxL>=1_£'

2Jx 2
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(7))

w

= ,

|:|_: EtajlpeZ.

7 Soit x>0 : 5
= o _ 3Jx
o f(X)—OC}I—T
(7]

- o x:éng
o

(8]

car la fonction carré est strictement croissante sur [0 ;+oof .

3Vx
f(x)>01> T‘/_

2 4
car la fonction carr¢ est strictement croissante sur ]0 ;4o .
On en déduit :
, 4
<0 9 <x.

E .. . . 4 .
Etape 3. Ainsi f est strictement croissante sur [0;;] et strictement

L 4
décroissante sur [; g +<>o[ .
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COURS o

& METHODES

METHODE Bl

Déterminer les extremums locaux d'une fonction f
dérivable sur un intervalle I

=» Voir les exos 2, 3, 6,8, 10, 13, 14 et 16.

Etape 1. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

Etape 2. Si la fonction f est croissante sur un intervalle la; x,] inclus
dans I et décroissante sur un intervalle [x, ;5[ inclus dans I, on conclut
que f admet un maximum local en X, .

Si la fonction f est décroissante sur un intervalle Ja;x,] inclus dans I et
croissante sur un intervalle [x, ; [ inclus dans I, on conclut que f'admet
un minimum local en x, .

Exo résolu

Déterminer les extremums locaux de la fonction f définie sur R par :

f(x)=x"-3x.
CORRIGE
Etape 1. On reprend le tableau de I’exercice précédent.
X oo -1 1 +o0
x—1 - - 0 +
x+1 - 0 +
(x— D)(x + 1) + 0 - 0 +
2
o T
Etape 2.

fest croissante sur |—eo;—1] et décroissante sur [-1;1[, donc f'admet un
maximum local en —1 :
son maximum sur |-o ;1] est 2.
fest décroissante sur [-1;1[ et croissante sur [1; +oo[ , donc f admet un
minimum localen 1 :
son minimum sur [-1; +oo| est -2 .
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EXOS & SUJETS

TESTER SES CONNAISSANCES

W VARIATIONS DES FONCTIONS AFFINES | % [ & 10 min | » P. 149 |

Dériver sur R la fonction affine f et établir ses variations dans chacun des cas
suivants.

a. f(x)=3x-1.

lﬁ) Voir la méthode 1.

b. f(x)==-2x+5
c. f(x)=mx+p avec meRet pER.

l/:] Distinguer les cas, suivant le signe de m.

VARIATIONS DES FONCTIONS POLYNOME
DU SECOND DEGRE | * | & 15 min | » p. 149 |

Dériver sur R la fonction f, établir ses variations et déterminer I’existence d’un
éventuel extremum dans chacun des cas suivants :

a. f(x)=3x"—6x+1.

l/:] Voir la méthode 1 pour les variations et la méthode 2 pour l'extremum.

b. f(x)=—-x"+3x-2.

c. f(x)=ax’+bx+caveca#0,bER, cER.

l{b Distinguer les cas suivant le signe de a.

AVEC UNE FONCTION POLYNOME
DE DEGRE 3 | * | & 15 min | » p. 150

Déterminer les variations de la fonction f'définie sur R par :

a. f(x)=x"+ax avec a réel fixé strictement positif.

b. f(x)=x"-x.

On précisera les valeurs exactes des extremums locaux, puis leur valeur appro-
chée a 107 pres.

l{b Voir la méthode 1 pour les variations et la méthode 2 pour les extremums.
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COURS

& METHODES

o

I AVEC UNE FONCTION RATIONNELLE | % [ & 15 min | » . 151 |

. . o 1+ , .
Soit f'la fonction définie par f(x) = l—x, et 6 , sa courbe représentative
-X

dans un repére orthonormal.
a. Déterminer I’ensemble de définition D de f'et justifier que /'y est dérivable.

lﬁ) A quelle condition une fraction rationnelle est-elle définie et dérivable.
b. Calculer f’(x) pour tout x € D.
lf] Pour la dérivée d'un quotient, vois le chapitre 4.

c. Dresser le tableau de variations de f sur D.

(b Voir la méthode 1.

d. Construire 6 , sur I’ensemble [-3;1[U]l;5], en faisant apparaitre les
tangentes a la courbe aux points d’abscisses —1, 0, 2 et 3.

lf] Quel est le coefficient directeur de la tangente a la courbe au point d'abscisse a ?
Revoir le Chapitre 4 en cas de difficultés.

I LecTuRrE GRAPHIQUE | * | & 10 min | » P. 152

On a représenté une fonction f et sa dérivée f”.

by e |,

a. Attribuer a chacune des courbes la fonction correspondante.

lfb Le signe de f* doit correspondre aux variations de f.

b. Placer sur la courbe représentant f les point A et B d’abscisses respectives
—3 et 0, puis tracer les tangentes T, et T, en ces points.

lf] Pour le tracé des tangentes, voir la méthode 2 du chapitre 4.
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EXOS & SUJETS

3 A1re MAXIMALE | %% | & 25 min | » . 153

H est le pied de la hauteur issue de C dans le triangle ABC.
On donne AB =96, AH = 64, BH = 32 et CH = 48. L’unité est le mm.
M est un point de [AH] et on note x = AM . MNPQ est un rectangle.

C
N P
A X M H Q B
1. A I'aide du théoréme de Thalés, démontrer que :
a. MN = %x . b. BQ = %x (on pourra utiliser le résultat de a.).

2. En déduire que I'aire du rectangle MNPQ en fonction de x est donnée par
la fonction f définie sur [0 ; 64] par : f(x) = —1,125x" + 72x.
3. Pour quelle valeur de x I'aire du rectangle MNPQ est-elle maximale ?

l{b Etudier les variations de f pour trouver les extremums éventuels.
Voir les méthodes 1 et 2.

S'ENTRAINER

[k vARIATIONS ET ENCADREMENT | %% | & 15 min | » P. 154

Soit f'la fonction définie sur | —10 ; +oof par :
5% +19x+10
Jx)=——"—

x+10
a. Calculer f’(x) pour x € [-10; +oof et justifier que f”(x) a le méme signe
que x° +20x + 36 sur ]-10 ; +oo[.

l{b Pour la dérivée d'un quotient voir chapitre 4.

b. Aprés avoir donné le tableau de signe de x” + 20x + 36 sur R, déterminer le
tableau de signe de f”(x) sur]-10; +oo[ et en déduire le tableau de variations
de f'sur ] -10; +oof .

lf] Pour le tableau de signe d’'une fonction polynome du second degré voir le chapitre 3.

c. Encadrer le plus précisément possible f(x) six € [-5; 10].
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o

[EY MAXIMUM AVEC TABLEAU ET PYTHON | %% | & 35 min | » b. 155 |

On considére la fonction g définie sur [0;4] par g(x) = —2x + 3+ 5/x .

1. a. Compléter et lancer le script suivant pour tracer la courbe représentative
de g sur [0;4] :

1 import matplotlib.pyplot as plt
2 import numpy as np

3 plt.axis([-0.5,4.5,-1,10])

4 plt.grid()

5 x=np.linspacel...,...,100)

6 y=..

7 bplt.plot(...,...)

8 plt.show()

If] Pour des listes, la fonction racine carré s'obtient avec l'instruction np.sqrt

b. Conjecturer les variations et I’existence d'un maximum pour g sur [0;4].
2. Ecrire une fonction Python, nommée g, qui renvoie les valeurs de g(x).
3. Voici un algorithme qui donne une valeur approchée du maximum de la
fonction g sur [0;4] et de la valeur o en laquelle il est atteint.

x«<0
m < g(0)
Tant que x < 4
x<—x+0,1
Sigx) >m
m < g(x)
alpha < x
Fin Si
Fin tant que
Afficher les valeurs de m et de alpha

a. A laide du tableur de votre calculatrice, déterminer le résultat en sortie de
l'algorithme a 107 pres.
Est-ce cohérent avec le maximum trouvé a la question 1.b. ?

lf] Calculer les valeurs de g(x) pour x allant de 0 a 4 avec un pas de 0,1.

b. Traduire cet algorithme en Python et exécuter le script.
4. Etudier les variations de la fonction g sur [0 ; 4] et déterminer le maximum
de g sur cet intervalle. Comparer avec les résultats précédents.

lf] Voir la méthode 1 pour les variations et la méthode 2 pour les extremums.
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EXOS & SUJETS

I} coerriciEnTs INCONNUS | %% | & 25 min | » P. 156

Soit une fonction f définie sur I'intervalle ]0; +eo[ par :
C N .

f(x)=ax+b+— ou a, b, ¢ sont des nombres réels.
X

On donne le tableau de signe de f’(x) et de variation de f:

X 0 2 +o0

J(x) + 0 -

3
&) T T,

1. Soit /7 la fonction dérivée de f sur 'intervalle ]0;+oof .

Déterminer f’(x) en fonction de a, ¢ et x.

2. a. En utilisant les valeurs prises par fet f’ que donne le tableau, et sachant
de plus que f’(1) =3, montrer que les nombres réels a, b et ¢ sont solu-
tions du systéme :

4a+2b+c=-6
4a—-c=0
a—c=3

b. Déterminer les nombres réels a, b et c.

l/:] On pourra commencer par résoudre le systeme composé des deux derniéres
équations.

c. En déduire 'expression de f(x) .

Tracer alors la courbe de la fonction f obtenue sur votre calculatrice ou sur
ordinateur pour retrouver le tableau de variations du 1. et la donnée supplé-
mentaire du 2. a.

FROTTEMENT MINIMAL | ** | & 25 min | » . 157 |
On veut, avant construction, rendre minimal le frot- A D

tement d’un fluide contre les parois d’un canal ou-
vert, de section intérieure rectangulaire ABCD .
L’aire de la section intérieure de ce canal doit étre de
0,5 m’. A

On désigne par / la hauteur et par A la largeur (en B C
m) de cette section intérieure.
On admettra que le frottement est minimum lorsque la longueur
AB+ BC + CD de la section intérieure est minimale.

1. a. Ecrire A en fonction de A.

b. Montrer que la longueur g(/) du contour intérieur de la section, fonction
. 1
de h, s’exprime, pour 2>0, par g(h)=2h+ EVe

h
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c. Montrer que, pour tout />0,
2h-D2h+1)

’ h —
g'(h Y
If] Pour la dérivée d'un quotient : voir le chapitre 4.

d. Etudier le sens de variation de la fonction sur I'intervalle ]0;+oo[ et dresser

son tableau de variations.

If) Voir la méthode 1 pour les variations.
2. Déduire de ce qui précéde les valeurs de /2 et de A permettant d’obtenir le

frottement minimum.

lf] Voir la méthode 2 pour les extremums.

| *% | & 35 min | » p. 158

POSITIONS RELATIVES
Soit fla fonction definie sur D, =] —eo; [ U]1; +eof par :
2
X

f(x)=—1

X —

g la fonction affine définie sur R par g(x)=x+1.
On note 6 et €, leurs courbes représentatives dans un repere orthonor-

mal.
a. Calculer et factoriser f’(x) pour x €D e

lf] Pour la dérivée d'un quotient, voir le chapitre 4.

b. Dresser le tableau de variations de f.
lﬁ] Voir la méthode 1 pour les variations.

c. Démontrer que, pour tout x # 1,
1
JS(x)=x+1+—.
x—1
l{b On pourra partir du membre de droite.
d. Etudier le signe de f(x) — g(x) eten déduire la position relative des courbes
€, et €.
e. Dans un repére orthonorme, tracer €, puis € , en faisant apparaitre les

tangentes horizontales.
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EXOS & SUJETS

PREPARER UN CONTROLE
EH acm

Ci-dessous est représentée la courbe € d’une fonction f dérivable sur R.
T est la tangente a € au point d’abscisse 2. On a représenté les deux tangentes
horizontales a la courbe %, aux points d’abscisses —3 et 0,8.

| % | & 10 min | » p. 159 |

161V 6
14
12
10

T

NS RN SN o ]

—Sf—4-+-3-2-1 L2 -3 45

Dans chaque question, une seule affirmation est exacte. Laquelle ?

1. Le nombre dérivé de f en -5 :

a. vaut —6 b. vaut 0 c. est un réel strictement positif

d. est un réel strictement négatif

lf] Utiliser les variations de la fonction f.

2. Que vaut f’(2) ?
9

a. — b. 9 c.
2

NR )
=
O | =

l£7 En cas de difficultés, reprendre la méthode 2 du chapitre 4.

3. La tangente a 6 au point d’abscisse —3 a pour équation :

a y=x b. x=-3 c. y=975 d. x=9,75

lfb Pour l'équation de la tangente, voir la méthode 2 du Chapitre 4.

4. Uinéquation f(x) < 9x—17 admet, sur [0;5] :
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a. aucune solution b. une solution c. deux solutions
d. une infinité de solutions

l{b Déterminer l'équation de la tangente T : voir la méthode 2 du Chapitre 4.

5. L’ensemble des solutions de 'inéquation f“(x) <0 est:

a. [-3:1] b. [-3;-0,5] c. [-0,5;1,8] d. [-3:0,8]
UN TRIANGLE D'AIRE MINIMALE | %% | & 45 min | » . 159 |

Partie A. Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]2 ;+oo par :
f(x)=x+2+ i
x-2
x(x—-4)
(x=2)"

1. Démontrer que, pour tout x>2, f’(x)=
lﬁ) Pour gagner du temps sur la dérivée, écrire S =hx——.
xX—2 xX—2

2. Dresser le tableau de variations de f.
l/:] Voir la méthode 1 pour les variations.

Partie B. Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O Tk f) ,on donne
les points P et I de coordonnées respectives (2;1) et (2;0).

Le point M est un point variable de I'axe (O;7), d’abscisse x supérieure
strictement & 2. La droite (PM) coupe I’axe des ordonnées en N.

N

J
ol + ! M

1. Démontrer que I'ordonnée de N est égale a 7
X—

l{b Deux méthodes possibles, avec des triangles ou des vecteurs...

2. On note s(x) Iaire du triangle OMN. Montrer que H(x) = % f(x).

3. Construire le triangle OMN d’aire minimale.
Justifier correctement la construction.

lf] Voir la méthode 2 pour les extremums de la fonction .
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ALLER PLUS LOIN

PROBLEME | %% | & 40 min | » . 000 |

Un compas dont les pointes sont posées sur une table forme avec celle-ci un
triangle.

Lorsque I'écartement du compas varie, 1’aire du triangle ainsi obtenu varie.
L’objectif de ce probléme est de déterminer la position du compas pour la-
quelle I'aire du triangle est maximale.

On se place dans le cas ou les branches du compas mesurent 10 cm.

Dans les deux figures ci-apres, le point A est situé sur I’axe des ordonnées et
représente le sommet du compas. L’axe des abscisses représente la table.

Les points B et C représentent les extrémités des branches du compas.

107

D\ N 00 o

—8—64—2(3 2 4 6 8 X
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1. Justifier que B et C sont les points d’intersection d’un cercle et d’une droite
que I'on définira.

2. Posons 1 = OA et notons f(¢) I’aire du triangle ABC correspondante.
a. Dans quel intervalle I varie 7 ?

b. Démontrer que, pour tout t €1, f(¢) = /t*(100 — £*).

3. Soit u la fonction définie sur I par u(z) = ¢*(100 — £*) .
a. Calculer et factoriser au maximum u’(¢) .

lﬁ? Revoir le chapitre 4, puis penser aux identités remarquables...

b. Dresser le tableau de variations de u sur 1.

l{b Voir la méthode 1.
4. En déduire le tableau de variations de f = \u.

[f) Comme la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0 ; +o[ , on ad-
met que Ju ale méme sens de variation que u.

5. Pour quelle distance OA , 'aire du triangle ABC est-elle maximale ?
Calculer I'aire maximale du triangle, puis démontrer que cette valeur de
t = OA correspond au cas ou les branches du compas sont perpendiculaires.

EE] FoNCTION RATIONNELLE | k% | & 60 min| » p. 162 |
Soit f la fonction définie sur |—eo;—1[ U ]—1;+eo[ par :
X +2x7
X)=—F—"">".

On note €, la courbe representative de f dans un repére orthonormal.

Partie A. Etude des variations de f
1. Démontrer que, pour tout x appartenant au domaine de définition de f :

o x(x*+3x+4)
S ===

l{b Remarquer que la dérivée de v : x — (x +1)% est v': x — 2(x +1).

2. Etudier le signe de x* + 3x + 4 sur R.
3. Justifier que (x +1)* est du méme signe que (x + 1) et en déduire le signe de
(x+1) surR.

est strictement négative sur ]—oo; 0[.

lf) On rappelle que la fonction cube y s'annule en 0.
est strictement positive sur ]0; + ool.

4. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
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Partie B Construction de la courbe représentative de f
1. Déterminer les équations réduites des tangentes T,, T, et T, a 6 , aux

. . : 1
points d’abscisses respectivement —2 , ) et 0.

l/:] Pour l'équation de la tangente, voir la méthode 2 du chapitre 4.

2. Soit 9 la droite d’équation y = x. Dresser le tableau de signes de f(x)— x.
En déduire la position relative de €, et de 9.
3. Construire sur [-5;5] les droites &, T,, T, et T,, puis la courbe € .

EXd voLuME puN cONE | %% | & 55 min | » p. 164 |

Partie A. Etude de fonction

Soit f la fonction définie par f(x) = 1 et €, sa courbe représentative

2
x —
dans un repére (O;i, ).
1. Déterminer I'ensemble de définition D, de la fonction f.
2X(x7=2)

2. Vérifier que, pour tout x€D, : f'(x) =
que, p o S(x) 17

3. Dresser le tableau de variations de f.
4. Quatre courbes sont données ci-dessous. Indiquer celle qui représente f.

y
14

12
10

8
6
4
2
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couRs o
»} )
6} @, 201 .
4l 18] :
51 16}
141
2 2 4 x B
4l 10}
61+ 81
gl 61
10l 41
121 2:/}
141 ) T 2 4 x
21
y.
20!
v 181
161
14}
12}
107 ¢,
ol
ol
B
%:
I [ 4x
2+t
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Partie B. Volume d'un cone

Dans la figure ci-dessous :

* les points A et H appartiennent au cercle € de centre O et de rayon 1.
¢ la tangente a 6 en H coupe (OA) en B.

* la tangente a 6 en A coupe (BH) en C.

On pose AB=/h et AC=x (avec x>1).

B
H
o
€
A C

1. a. Démontrer que les angles BOH et BCA sont égaux.

On notera par la suite o = BOH = BCA.

b. Calculer alors tan o de deux fagons différentes et établir I'égalité :
BH® x AC’=AB’ x OH’,

c. En déduire, en justifiant soigneusement, que 7 = — -
x p—

lf] On pourra commencer par établir la relation (4° — 2h)x* = h*.

2. a. En pivotant autour de ’axe (AB), le triangle ABC engendre un cone de
révolution de sommet B.
Sachant que le volume d’un céne de révolution est :

- (aire de la base) x (hauteur)

3
exprimer le volume V' (x) du cone en fonction de x et vérifier que :

V(ix)= 2?nf(x) (avec x>1).

b

b. A I’aide des résultats de la partie A, déterminer pour quelle valeur de x , le
volume du céne est minimal.

c. Calculer, pour cette valeur de x , la mesure de ’angle ABC .

Arrondir a 0,1 degré prés.
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n VARIATIONS DES FONCTIONS AFFINES

a. f(x)=3x1+0=3>0 pourtout x ER.
Donc fest strictement croissante sur R.

b. f(x)=-2x1+0=-2<0 pour tout x ER.
Donc f est strictement décroissante sur R.

c. f/(x)=mx1+0=m pour tout x ER. Donc :
Si m>0, f eststrictement croissante sur R ;

Si m<0, f eststrictement décroissante sur R ;
Si m=0, f estconstante sur R.

lf] On a retrouvé ici, a l'aide de la dérivation, un résultat connu des la Seconde sur le
sens de variation des fonctions affines.

E VARIATIONS DES FONCTIONS POLYNOME

DU SECOND DEGRE

a. f'(x)=3x2x-6x14+0=6x—06 pourtout x ER.

On étudie le signe de la fonction affine f”:
ff(x)=0sb6x-6=06x=6=x=1.

Comme le coefficient directeur de f” est 6 >0, on en déduit :

X —oo 1 +oo

f(x)=6x-6 - 0 +

T

Ainsi f* admet un minimum sur R atteint pour x =1 : c’est f (1) = -2.

b. f(x)=-2x+3x1+0=-2x+3 pour tout xER..
On étudie le signe de la fonction affine f”:

f/()=0 &-2x+3=0 &—2x=-3 @x=‘_2=§_
Comme le coefficient directeur de [ est —2 <0, on en déduit :
X —oo +oo
f(x)=-2x+3 - +

Al—lo W

S / \

Ainsi f admet un maximum sur R, atteint pour x =

2
c’est f(é):—(é) +3(§)—2:—2+2—2:—2+§—§:1.
2 2 2 4 2 4 4 4 4

c. f/(x)=ax2x+bx1+0=2ax+b pourtout xER .

N | W
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On étudie le signe de la fonction affine f” : :
ff(x)=0 ©2ax+b=0 < 2ax=-b <:>x=—2— car 2a # 0.
Si a>0,2a>0 donc: ¢

b
X —oo 3 +oo
F(x)=2ax +b - 0 +
o
a

Ainsi f'admet un minimum sur R :

f(— i) atteint pour x = _b )
Sia<0, 2a<0 donc: 2a 2a
X —o _i +oo
2a
f'(x)=2ax+b - 0 +

/) /f(‘z)\

Ainsi fadmet un maximum sur R :

b . b
——| atteint pour x = ——.
f( Za) B 2a

lib On retrouve la propriété sur les variations des fonctions polyndme du second
degré vue au chapitre 3.

[EJ AVEC UNE FONCTION POLYNOME DE DEGRE 3

a. f/(x)=3x"+ax1=3x"+a=a>0 pourtout xeR .
Donc fest strictement croissante sur R.
b. f’(x)=3x"-10x1=3x" —1. On étudie son signe.
f’ est une fonction trindme du second degré :
3x - l=ax’*+bx+caveca=3#0,b=0ct c=—1.
Son discriminant est A = o> —4ac = 0> —4x3x(=1)=12>0.

J'(x) =0 adeux solutions : x, = —? et x, = ?
Comme a = 3> 0, onendéduitque f admet un maximum local pour x = —?3 :
NG NG
X — _—— — +oo
3 3
/) 0 - 0+

o |y
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A-E)(- 22258

3 3 3/ 2173
= B + 33 = 243 ~ 0,382 107 pres.
9 9 9
Un minimum local pour x = ? :

3

3

2)-(3)-3-5-5

:g—¥:—¥ ~—0,38 4 107 pres.

lf] On peut également factoriser f(x) pour trouver son tableau de signe :

e oo 2 2.

AVEC UNE FONCTION RATIONNELLE
a. = Y avec u(x)=1+x et v(x)=1-x deux fonctions polynomes, définies
v

sur R, donc [ est définie partout ou son dénominateur v est non nul.

Or, l-x=0=x=1.Donc D=R\ {1} =]—ec;[[U]L; 4o .

u et v sont dérivables sur D et v ne s’annule pas sur D, donc f est bien déri-
vable sur D.

b. Pour x € D,
() = w (x)v(x)—u(x)v'(x) _ I(1-x)=(1+ x)x(=1) _ 2 .
(v(x))? (1-x) (1-x)
c.
X —oo 1 +oo
Signe de 1/ + +

Variations de f / /
d. f est dérivable en —1 donc la tangente au point d’abscisse —1 de 6 , apour
coefficient directeur le nombre dérivé de f en —1.

, 2 2 1

fleh=———=2==.
(I-(-1))y 4 2
Ceci permet de tracer cette tangente.
On calcule de méme les coefficients directeurs des tangentes aux points d’abs-
2 2 1
cisses0,2et3: f7(0)=2; ff2Q)=——=2¢t f'(3)==—=—.
/7(0) J‘()(_l)2 J‘()42

l{b Pour le tracé des tangentes, voir la méthode 2 du chapitre 4.

On représente la courbe 6 et les tangentes sous forme de double-fléche :
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3+

4

IF LECTURE GRAPHIQUE

a. Les changements de signes de la fonction représentée par €, correspondent
aux changements de sens de variation de la fonction représentée par 6, .

Il semble donc que 6, représente f’ et que ¢, représente f .

Vérifions :

X —oo -2 0 +oo

Signe de la fonction 4 | 0 B |0 N
représentée par €, | |

1,7
Variations de la fonction
représentée par 6, 3

b.Sur 6, ,onlit f(-3)=-3,donc A(-3;-3) et f(0)=-3,donc B(0;-3).
Sur €, onlit f’(=3) = 3 : c’est le coefficient directeur de T, .

De méme f’(0)=0, donc T, est horizontale.

( Voir figure page suivante).
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A A1rRE MAXIMALE
1.a.(CH) L (AB) et (MN) L (AB) donc (CH) // (MN). Dans les triangles AMN

et AHC on a donc A—M MN d’apres le théoréme de Thales.
AH HC
Aingi = -MN -8, 3,
64 48 64 4
b. De méme dans les triangles BPQ et BCH : BQ _PQ donc BQ = PQ x E
BH CH CH'

Or, PQ= MN = %x dans le rectangle MNPQ donc :

BQ=§xx£=éx%x=lx.
4 48 4 3 2

2. x=AM avec M € [AH], donc x € [0 ; 64].
L’aire du rectangle MNPQ est égale a MN x MQ.
Or MN:%x et MQ:AB—AM—BQ=96—x—%x=96—§x,
donc cette aire est f(x) = %x(% = %x) = %x x 96 — %xz =-1,125x* + 72x.
3. f est polynomiale, donc dérivable sur [0 ; 64] et sa dérivée est :
fi(x)=-1125x2x+72=-2,25x+72=ax+b,avec a=-225 et b=72.
225x+72 =0 x = % =32 et a <0, donc on obtient le signe de la fonc-
tion affine f’ puis le tableau de variations de f sur[0;64]:
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x 0 32 64
/') + 0 -

1 152
0 0

L’aire du rectangle MINPQ est-elle maximale pour x = 32.

VARIATIONS ET ENCADREMENT

a. f(x)= % avec u(x) =5x> +19x+10 et v(x)=x+10.

v(x
u et v sont dérivables (fonctions polynomiales) sur ]-10 ; +e[ et v ne s’y annule
pas, donc [ est dérivable sur ]-10 ; +oof et :

, u' (x)v(x)—u(x)v'(x
£ = L)~ w0V ()
v(x)
w(x)=5%x2x+19=10x+19 et v'(x)=1, donc:

(10x +19)(x + 10) — (5x” + 19x + 10)(1)

pour x € ]-10 ; +oo].

7= (x +10)°

, 10x* +100x + 19x + 190 — 5x* —19x — 10
S(x)= 7

(x +10)

, 5x% +100x + 180

f == op
S 2

(x) = ———x + 20x + 36).

f(x) 1107 (x x + 36)
Comme % >0 pour x € }-10 ; +oo[, on en déduit que f’(x) a le méme
(x +10)

signe que x” + 20x + 36 sur ]-10 ; +oof.

b. x> +20x+36=ax*+bx+c aveca=1#0, b=20 et ¢ =36.

Son discriminant est A = b? —4ac = 20> —4x1x36=256>0 donc le trindme
admet deux racines :

. _—b—vA _-20-16

. _—b+VA  20+16

' =-18 et x, 2.
2a 2 2a 2
a =1>0 donc le signe de x> + 20x + 36 est :
X —oo -18 -2 +o0
X2+ 20x + 36 + 0 - 0 +

On en déduit le signe de f”(x) puis les variations de f sur]-10 ; +oo[ :

X -10 -2 400
1) ‘

0 +
e \ /
1

c. f est décroissante sur [-5; 2], doncsi -5 < x < -2,

f(H)=fx)=f(D)e-1< f(x)<8.
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[ estcroissante sur [-2 ; 10] donc si -2 < x <10,

f(E2)sfx)s fA0)e-1< f(x)<35.
Onen déduit:si x € [-5;-10], -1 =< f(x) =< 35.

B MAXIMUM AVEC TABLEAU ET PYTHON

1. a. On compleéte les lignes 5 a 7 puis on lance le script :

5 x=np.linspace(0,4,100)
6 y=-2*x+3+5*np.sqrt(x)
7 plt.plot(x,y)

10
;
.
R
.
,

o 1 2 3 4

b. 11 semblerait que la fonction g soit strictement croissante sur [0;1,5],
strictement décroissante sur [1,5;4], et admette sur [0;4] un maximum égal a
6,1 atteint pour x = 1,5.

2.
1 from math import sqrt
2 defg(x):
3 return -2*x+3+5*sqrt(x)

3. a. On recopie partiellement le tableau des valeurs de g(x) pour x allant de 0
a4 avec un pas de 0,1.
On a arrondi les valeurs de g(x) a 10™ prés.

0 0,1 1.4 1,5 1,6 1,7

3 4,3811 | ... | 6,116l 6,1246 6,1192
Vrai . Vrai Vrai Vrai Faux

3 4,3811 | ... | 6,1009 6,1237 6,1246 6,1246
0,1 1.4 1,5 1,6 1,6

Deés que x dépasse 1,7 on observe que la condition g(x)> m reste fausse, donc
que les valeurs de m et alpha ne changent plus.

L’algorithme affiche 6,1246 pour m et 1,6 pour alpha.
Cela semble légeérement plus précis que notre réponse a la question 1. b.
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b. L’algorithme s’écrit ainsi :

1 from math import sqrt
2 defg(x):

3 return -2*x+3+5*sqrt(x)
4  x=0

5 m=g(0)

6 while x<4:

7 x=x+0.1

8 if g(x)>m:

9 m=g(x)

10 alpha=x

11 print(alpha,m)

Son exécution donne : | 1.6000000000000003 6.124555320336759 |
4. La fonction g est dérivable sur ]0 ;4] et pour tout x €]0;4],

1 5
(x)=-2+0+5x =2+ .
§'(x) Np NE
'(x)>0@—2+i>0 @i>2@i>f>o @o<\/§<§
& 2 2% NEA 4

car la fonction inverse est strictement décroissante sur 0 ; +oo[ ,

, : 25 : . .
donc g'(x)>0x< 7 <:>x<E car la fonction carré est strictement
croissante sur ]0;+oof .

1
De méme, g’(x)=0®—2+iz0

5
o—=2 & —
2Jx 2x Jx

2
@0<\/;=§ @x:(i) (:)xzz—s.
4 4 16

~250
5

. . 25 . 2o
g est donc strictement croissante sur [O;E] et strictement décroissante sur

[é ; 4} , donc admet sur [0 ;4] un maximum en o = f—g =1,5625 et ce maximum

16
25\ 49 , ] A
vaut g T = ry = 06,125 Ces résultats confortent nos observations précédentes.

EX cOEFFICIENTS INCONNUS

1. Pour tout x>0, f'(x):a><1+()+c><_—21 = a—iz.
X

X
da+bh+<=-3
£2)=-3 2 da+2b+c=—6
2.0 '()=0 & a_i2=0 o {da-c=0
=3 2 a-c=3
a—1£2=3

lﬁ] Le troisieme systeme a été obtenu en multipliant les membres de la premiére
équation par 2, et ceux de la seconde équation par 4.
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4a+2b+c=-6 4a+2b+c=-6 4da+2b+c=-6
b.s 4a—c=0 <Sda—(a-3)=0 ©43a=-3

a-c=3 (a=-3)=c¢ c=a-3
da+2b+c=-6 —4+2b—-4=-6 bh=1
1{ a=-1 <da=-1 Sda=-1
c=-4 c=-4 c=-4

c. Donc, pour tout x €10;+e[, f(x)=—-x+1- i
x

Il semble que la fonction corresponde bien au tableau de variations du 1., et que
la tangente a la courbe au point d’abscisse 1 ait bien pour coefficient directeur 3.

d:y=3x-17

Y FROTTEMENT MINIMAL

1. a. L’aire de la section intérieure est ’aire du rectangle ABCD, égale a A X /.

0,5

D’ou Ax h=0,5,soit A = .Donckzi.
h 2h

b. g(h)=AB+BC+CD=h+A+h=2h+A.
Drapres 1. a.: g(h) = 2h+i

20
c. Pour tout 2>0 ’(h)—2><1+l><_—1—2—L
: » = 2 ST
AR -1 QhY =P  Qh-1)(Q2h+1)

d" ,h: = =
ou g'(h) == 20 20

2h-1)(2h+1
g’(h):#

20’

Applications de la dérivation 157



d. 2h+1 et 2h* sont strictement positifs sur 0 ; +oof .
g’ (h) est donc du signe de 24 —1 sur ]0 ;4o .

X 0 +oo

2h—1 -
Signe de g’(x) -

Variations de g \2 /

. . 1
2. Le frottement est minimal lorsque A = 3

olo | N|—
+

Dans ce cas lz;l,soit A=1.
2)(5

POSITIONS RELATIVES

a. Pour tout x€ D,

f(x)=

2x(x -1 —-x*x1 _ x*=2x _(x=2)x

(x-1F  (x=1  (x-17"
b.

X — 1 2 e

(x-2) - - -0

X - + * -

(x— 1y + + 0 + *

Signe de f"(x) + 0 - - 0 -

0

Variations de f' / \ \ 4 /

c. Soit x unréel, x #1, alors :
I (x+D(x-D+1 x2—1+1_ X’

=

x+1+

x—1 x—1 x—1
x+l+L=f(x).
x—1

d. Pour tout x # 1, f(x)—g(x)=(x+1+L)_(x+l)= 1 .
x—1 x—1

1>0,donc f(x)— g(x) est du méme signe que x —1. D’ou :
f(X)—gx)>0=x-1>0x>1
fX)—g(x)<0eox-1<0sx<l1.

Par conséquent :

€ , est strictement au-dessus de <6g sur Pintervalle |1 ;+oo| ;

€ , est strictement en dessous de <6g sur Pintervalle |—oo ; 1].

lf] Les courbes de f et de g ne se rencontrent jamais.
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\»—l\)ua-lkmox\l

- o
—
o
w
N
w
=N
=

Ifb Il'y a deux tangente horizontales correspondant aux extremum locaux aux
points d'abscisses 0 et 2.

12 YY)

1. Réponse c. [ est strictement croissante sur |—eo; — 3] et f’ ne s’annule qu’en
-3 et 0,8, 1a ou la tangente a la courbe de f'est horizontale.

2. Réponse b. f'(2)=9 car T passe par les points de coordonnées (2 ; 1) et
(3;10).

3. Réponse c. C’est une tangente horizontale dont I’équation est de la forme
y =constante.

4. Réponse b. y =9x —17 est I’équationde T .
Ifb Voir la méthode 2 du chapitre 4.

f(2)=1=9%x2-17 et pour tout x de [0;5] autre que 2, f(x)>9x—17.
Doncsur [0;5], f(x))<9x-17Tx=2.

5. Réponse d. f est strictement décroissante sur[—3;0,8] et f’ ne s’annule qu’en
=3 et 0,8.Sur |—oo;—3[ etsur J0,8; +oo[, f’(x)>0.

FE] UN TRIANGLE D'AIRE MINIMALE
Partie A. 1. Pour tout x>2 :

S -1 4 (x-2y-4
f(x)_1+0+4><(x_2)2_1 o2 (27

(x=2)+2)x((x=2)-2) x(x-4)

At (x—2) -2
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(_’7 Autre méthode : (x—2)? —4=x*—bx+b4—b=x"—bx=x(x—4).

2.
2 4 +oco
+ +
(x—4) - 0 +
(x—-2) 0 + +
Signe de 1”(x) - 0 +
Variations de f \ g /

Partie B. 1. Premiére méthode :
Comme y, >0, y,=ON, or (IP) // (ON) donc d’apres le théore¢me de Thales
. P IM 1 -2
dans les triangles MIP et MON : — = —— , soit — = o
ON OM ON X

ON=_—"_
x -2

,d’ou :

Deuxiéme méthode :

Soit N(0; y). -

N &(PM) donc MN et PM sont colinéaires.

Puisque W(—x ;) et m(x =2;-1) : =x(-)-y,(x-2)=0,
x

x-2

soit x = y (x—2). Donc, puisque x -2 # 0, y, =

lf] Cette méthode utilise les connaissances de Seconde sur la colinéarité.

M N 1 1 X
2. OMN est rectangle en O, donc &d(x):&:—xxy}l:_ r
2 2 2x-2
2
Il reste a vérifier que, pour tout x>2, f(x)= o 2:
e
_ 2 _n2 2
fx)=x+2+ 4 :(x+2)(x 2)+4:x 2+4: X '
x—2 x—2 x—2 x—2

On a donc bien, pour tout x> 2 :

sd(x) = %f(x).
3. Pour x>2, A’(x) = %f’(x).

Or% >0, donc la fonction o est de méme sens de variation que f .
Elle admet donc un minimum en x =4 qui vaut % (4) = %f(4) = % X8 =4.

* Pour construire le triangle OMN d’aire minimale, il faut donc dans I'ordre :
— construire un repére orthonormal (O i, ),

— placer les points P(2;1) et 1(2;0),

— placer le point M(4;0),

— construire le point N , intersection de (MP) avec I’axe des ordonnées.
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A proBLEME

1. AB = AC = 10 donc B et C appartiennent au cercle de centre A et de rayon 10.
Les points B et C représentent les extrémités des branches du compas, qui sont
posées sur la table.
Donc B et C appartiennent a ’axe des abscisses.
Donc B et C sont les points d’intersection du cercle de centre A et de rayon 10,
avec ’axe des abscisses (droite d’équation y = 0).
2.a.t€[0;10].
b.* Dans AOC rectangle en O, le théoréme de Pythagore donne :

OA’+0C’=AC?

t*+0C* =10".
D’ou OC? =100 — £, et comme OC >0, OC =+/100 — 7*.
L’aire du triangle AOC vaut :
OA xOC _ tx~100 -7’
2 2

* B étant le symétrique de C par rapport a la droite (OA), 'aire de ABC est le
double de I'aire de AOC .

_ 2
D'on f(t)=2x%=t><\/100—t2.

Mais, comme >0, ¢ = Vit et
(1) =V x100- 2 = (100 - 7).

3. a. Pour tout 1 €[0; 10] :

w' (1) =2t(100 — ) + £ (0 — 2¢) = 24(100 — £*) — 2t x £

w' (1) =2t[(100 — £*) — £ ] = 2¢[100 — 2¢* ] = 4¢(50 — 7*).
Puis, en appliquant la 3° identité remarquable :

' (1) = 4t(~\/50 — 1)(+/50 + 1)
w'(t)=4t(5v2 —t)x (52 +1) .

b.
t 0 52 10
4t 0+ +
52 —¢ + 0 -
5v2 +1 + +
Signede u/(r) |0 + 0 -
Variations de u 0 / 2300 \

4. On en déduit :

X

0 5V2 10
Variations / 50 \
def= \/E 0 0
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5.+ f estmaximale en 7 = 5v2 , et f(5+/2) = 50.
L’aire du triangle ABC est donc maximale lorsque OA = 5v/2 , et cette aire

maximale vaut 50 cm”’. 5 5
* Dans AOC rectangleen O : cos(m) = oA = N2 = —2

11: AC 10 2
Donc OAC = 1 (radians).

Iﬁ Voir le chapitre 9 de trigonométrie.

* (AO) est axe de symétrie du triangle ABC ; (AO) est donc aussi la bissectrice
de I’angle BAC.

D’ou BAC =2xOAC =2 x % = g (radians).

L’aire du triangle ABC est donc maximale lorsque les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.

] FONCTION RATIONNELLE

Partie A. 1. f est de la forme Y oavec u:x - x4+ 2x% et vix o (x+ 1)
Pour tout x # -1, v(x)=x>+2%+1,donc v'(x)=2x+2=2(x+1) d’ou:

£7(x) = (3x* +4x)(x +1)* - (x34+ 2x7)x2(x +1)
(x+1)
BT+ (x+ D) - (7 +2x7)x 2
(x+1)
X* +3x% + 4x
(x+1)
x(x* +3x +4)

FO ===

2. Le discriminant de x” +3x+4 est A=-7<0, donc x* + 3x + 4 est du signe
de @ =1>0 sur R, donc strictement positif pour tout x €R.

3. D’apres les propriétés rappelées dans I’énoncé :
(x+1)’<0ex+1€E]l-=;)[ox+I<ieox<-1;
x+D)'=0ex+l=0x=-1;

(x+1 >0 x+1€0;+0[ @ x+1>0x>—1.

4.
X —oo -1 0 +oo
X — +
(x*+3x+4) + + +
(x+1) - 0 + +
Signe de /"(x) + - 0 +
Variations de f / \ 0 /
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Partie B. 1.+ f(~2) = _8;“8 —0 et fr(-2)=DE=6FD 4 done:
T:y=0+4(x+2),s0it T, : y=4x+8.
3 1 9 11
e D\8 3 o N\ 274 _ .
f(_E)_I 3 et f (_5)_ T =—11 donc:
4 8
) 3 1 . .
T, .yzE—ll x+5 ,s0it T, 1y =—11x — 4.
* f(0)=0¢et f/(0)=0 donc T, : y = 0.
X +2x7 x(x+1)7 -x
2. f(x)—x= == ( Z = e
(x+1) (x+1) (x+1)
X —o0 -1 0 +oo
(x+ 1) + 0 + +
Signe de f(x) — x + H + ) -
© , est strictement au-dessus de & sur |—oo ; —1| et sur |-1; 0] ;
% . est strictement en dessous de % sur |0 ; +co| ;
6, et % se coupent au point de coordonnées (0;0).
3.
6, y
6
5
9D
4
3
2
1
T,:y=
-5 4 -3 2 -1 40 1 2 4 Sx
-3
T, i
TZ
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4 voLUME D'UN cONE

Partie A. 1. f est de la forme Y avec: u(x)=x* et v(x)=x*—1.
f est donc définie 1 ot v ne s’Annule pas.
Or: x*-1=0s(x-Dkx+D)=0sx=1o0u x=-1.

Donc D, =R/{-1;1} (Rprivéde {-1;1}), soit:

D, =]-eo; - 1U]-151[U[1; +e|.
2. f est également dérivable sur D et
w (x)v(x)—u(x)v'(x)

v(x)?

f(x)=
Or u’(x)=4x" et v'(x)=2x.
Donc, pour tout x & {-1; 1} :

4 x (X =) —x"x2x _ 4x" —4x’ = 2x°
(x* =1y (x* =1y
, 2x° —4x’ 2x’(x* -2
f(x)=—= 2 = 5 2)
(x* =1 (x* =1
3.0 x2=2=(x=V2)(x+2).
Donc x> —2=0&x=-—v2 ou x=+2 et x> -2 estdusignede a =1>0 sur
]—o0; —2[U W2 ; +oo[ et dusigne de —a <0 sur |—v/2;+2[ -
« x’—1=0&(x=-1 ou x=1) donc pour tout x réel différent de —1 et 1,

J(x)=

(x* - 1)2 >0.
A I’aide du signe de x*, on en déduit :
o _ 3 ] 0 1 N +oo
X3 - ‘ - ~ 0+ + ‘
o S H S e B
-1y + + 0 o+ + 0 o+
Signe de
! - + + 0 - -0+
) ! |
Variations \ / / 0 \ \ /
def 4 4

4. La courbe représentative de f'est €.

Partie B. 1. a. * Dans le triangle BOH , rectangle en H :
B+ O + H =180°, soit BOH = 180° — OBH — 90° = 90° — OBH .
* Dans le triangle ABC , rectangleen A :
A +B+C =180°, soit BCA = 180° — 90° — ABC = 90° — ABC.
Or, O€E[BA) et HE[BC), donc OBH = ABC (il s’agit du méme angle).

Donc : BOH = 90° — OBH = 90° — ABC et ainsi BOH = BCA.
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b. » Dans le triangle BOH rectangle en A,

tano, = tan BOH = m = E
adjacent OH

* Dans le triangle ABC rectangle en A, tano = tan BCA = %
*D’ou BH = BA , qui équivaut a BH x AC = BA x OH.
OH AC

Puis, en élevant au carré les deux membres de ’égalité :
BH’ x AC” = BA® x OH”.
c.Onadonc BH* x x* = 1* x I,
Or, d’aprées le théoréme de Pythagore dans BOH rectangle en H :
BH’ =OB>-OH’ =(h-1)’ -1’
=W -2n+1)-1
=h -2h.
* Finalement :
(B -20)x" =h ok’ -1)-2hx*=0
& h[h(x2 -1)- 2x2] =0
Sh=0ouh(x*-1)-2x>=0.
Or, h#0 car h>2 dou: h(x*—1)=2x"
2x?
-1
2. a.* La base du cone est un disque de rayon AC = x .
Son aire vaut donc mx’.

x>1,dou x*-1>0 donc: h=

2
'V(x)=l><1'cx2><h=l><1tx2>< sz )
3 3 x =1
D’ou, pour tout x>1 :
2 x* 2n
()= x5—==T1 )

b. D’apres la question 3. de la Partie A, sur ]1;+co[, f admet un minimum en
x =2 qui vaut 4.

. 2n . .. 2n , .
Le coefficient = étant strictement positif, V' = = f est également minimal sur

11;+oo[ lorsque x = 2.

c. Dans ABC rectangleen A, tan ABC = AC —
AB &

Lorsque x = V2
h= =—=4,dou tan ABC =
J2° -1
Donc a 0,1 degré pres : ABC = 19,5°.

2 e
Z

»—tl.lk
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COURS

& METHODES

EXOS

& SUJETS

6 La fonction exponentielle

Il DEFINITION ET PROPRIETES

THEOREME-DEFINITION :
Il existe une unique fonction f définie et dérivable sur R telle que :

SO)=Tlet f"=f.

La fonction ainsi définie s’appelle fonction exponentielle et on la note exp.

C]-exp(0)=1. L

« La fonction exp est dérivable sur R et exp” = exp.

PROPRIETES ALGEBRIQUES :

* Pour tout x ER, exp(x)Xxexp(-x)=1 < exp (—x) =

exp (x)
lf) Voir la démonstration dans l'exercice 7. -

* Pour tout couple (x ; y) ER” : exp (x + y) = exp (x) x exp (y).

* Pour tout x €R, exp (x)>0.

PROPRIETE :

Pour tout réel «, la suite (exp(na)), n € N, est une suite géométrique de
raison exp( a ) et de premier terme 1.

lﬁ] Voir la démonstration dans l'exercice 13. -

NOUVELLE NOTATION :

On pose exp (1) = e. En conséquence, pour tout n € N, exp (n) =e".
Et plus généralement, pour tout x ER, exp (x) =e".

Alors, pour tous x, y ER, pour tout n€ N :

_ 1
e =e"xe’; e =—; (") ="
e

m ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE
VARIATIONS :

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
Conséquence : pour tous réels x et y :

x<yoe<e ;e =eox=y
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COURBE REPRESENTATIVE :

-

% : y=exp(x)

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(8

T3] CROISSANCE ET DECROISSANCE EXPONENTIELLE

La croissance des courbes représentatives de fonctions exponentielles est plus
ou moins rapide en fonction du facteur £ de ’exponentielle :
Soit k un réel strictement positif.

« Fonctions x — e * Fonctions x — e

Plus k est grand, Plus k est grand,
plus la croissance est rapide. plus la décroissance est rapide.

h(x) =e*2

e
2 10
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COURS o

& METHODES

METHODE I

Réduire des expressions a l'aide des propriétés algébriques
=» Voir les exos 1, 11, 13 et 14.

Etape 1. Faire apparaitre un produit ou un quotient d’exponentielles.
Etape 2. Utiliser les formules « propriétés algébriques ».

Etape 3. Simplifier 'expression obtenue si besoin.

Exo résolu

e’ xe

@y &)

Montrer que :

CORRIGE

e exe

(63)2 - es % es

¥ au numérateur et au dénominateur,

Etape 1. e = ¢', donc:

Etape 2. On utilise e* xe’ =e¢

1
puis — =¢e* :
e
9 9+1
e’ xXe e 1 - —
32: 2X3:eIOXT:eIOXeGZeIOGZe“.

(e”) g €

D’autre part : (¢*)” = e =e*.

’xe

Conclusion : ie3)2 = ().

METHODE Bl

Résoudre une (in)équation avec des exponentielles
=¥ Voir les exos 2, 11 et 13.

Etape 1. Se ramener 4 la forme e =¢” (ou e’ = e”)

Etape 2. Appliquer la conséquence du paragraphe II.

Exo résolu
3x?

Résoudre I'inéquation : ——=1.

CORRIGE

. o s oy 1 _ ey
Etape 1. On utilise les propriétés algébriques — = e™* puis e* xe” ="’
=
ete’=1:
3x°
€
—=] o e
e X

2 1 2 - 2_
X—=loe" xe"=lee " =e.
C]
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v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

lf] Autre méthode
Une exponentielle est toujours strictement positive, en multipliant les deux
membres de l'inéquation par e® le sens de l'inégalité ne change pas et on

3x’
e .
—=1ce™
eX

obtient : =%,

Etape 2. La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R,
on obtient :
3x? —6x=0 < 3x(x-2)=0.

lf] Avec la seconde méthode : 3x° = bx < 3x(x—2)=0.

1l s’agit d’'une inéquation du second degré.
Le trindme du second degré 3x* — 6x = 3x(x —2) est positif (a=3) a
I’extérieur des racines, d’ou le tableau de signes :

X o 0 2 +oo0

Signe de 3x(x —2) + 0 - 0 +

On en déduit les équivalences suivantes :

3x?

e721<:>3x(x—2)>0<:>(x$0 oux=2).

3x?

g .y q €
L’ensemble des solutions de I’'inéquation =1 est:

e6x

=003 0JU[2; + o[

METHODE 1

Etudier une fonction f oul figure une exponentielle

=» Voir les exos 3,4,5,8,9, 11 et 12.

Etape 1. Identifier la forme de la fonction £'a dériver : est-ce une somme,
un produit, un quotient ?

Etape 2. Utiliser la ou les formules du cours du chapitre 4.

l/:] On reverra avec profit la méthode 3 du chapitre 4.
Etape 3. Réduire et factoriser la formule obtenue si possible

lﬁ] On factorise la dérivée car un produit de deux facteurs est de signe positif si
les 2 facteurs sont du méme signe, et il est négatif si les deux facteurs sont de
signes opposés.
De plus, une exponentielle est toujours positive.

Etape 4. Déduire le signe de la dérivée f” et les variations de la fonction f.
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& METHODES

Exo résolu

Etudier les variations des fonctions suivantes définies sur R :
a. f(x) = 2xe”

b. g(x) = 3¢

c.h(x)= —+3
o
CORRIGE

a. Etape 1. f estdela forme ux v avec u(x)=2x et v(x)=e".
Alors u'(x)=2 et v'(x)=e".

lﬁ] On rappelle que (uxv) =u’'Xv+uxv’.

Etape 2. Pour tout x réel : f7(x)=2xe" +2xxe".

Etape 3. f’(x) = (2+2x)e”.

Etape 4. Pour tout x réel, e* >0, donc f’(x) a le méme signe que 2 + 2x.
D’ou le tableau suivant :

X —00 ——1 400
/() - 0 +

| T~ o —

ax+b

b. Etape 1. g est de la forme ke®*’ avec ax+b=—-x—2.

l{b (flax+b))’ = axf’(ax+b) ouf(etf'!) est la fonction exponentielle.

Etape 2. Pour tout x réel :
g (x)=3x(-)xe ™ ? =37,
Etape 3. g est déja sous forme d’un produit.
Etape 4. Pour tout x réel, e >0 donc g’(x) a le signe de -3,
c’est-a-dire négatif.
D’ou le tableau suivant :

X —oco —+oo

g') -
g | T,

c. Etape 1. h est la somme d’une constante (de dérivée nulle) et d’une

0 u
fonction de la forme — avec u(x) = x et v(x)=-¢e".
v

Alors u'(x)=1cet v'(x)=¢e".

u\ u'xv-uxv’
l/:]On rappelle que (—) =
% %
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Etape 2. Pour tout x réel :
T—xxe'

Ixe
h'(x)=
(X) (ex)2

-

(I-x)xe" 1-x
(ex )2 - ex
Etape 4. Pour tout x réel, e* >0, donc /’(x) a le méme signe que 1—x,
qui s’annule pour x =1.
D’ou le tableau suivant :

Etape 3. h’(x) =

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(8

X _oo 1 400

S’ + 0 -

1) / e’! +3\

l{b h(1)=l1+3=l+3 mais l1=e*1 : on peut mettre dans le tableau n'importe
e e e

laquelle des deux écritures.
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TESTER SES CONNAISSANCES

RELATION FONCTIONNELLE | % | & 10 min | » p. 183

1. Simplifier au maximum les expressions suivantes :
3

a. 1- ((ea) x e >2 x e’ b. (e¥) (e —e ™)

e’ + ¢’ e

— - d. e x e _e
e (e™)

I/:] Voir la méthode 1 ; il faudra développer pour pouvoir simplifier.

Ne pas oublier qu'il faut des produits pour pouvoir simplifier un quotient : % _a2.
cxb ¢
X -X 2x

, sy 4., € F€ e +1

2. Démontrer I'égalité : ———= ———.
et—e" e -1

I an) EquaTions | k% | & 20 min | » . 183
Résoudre les équations ou inéquations suivantes :
a.e =0 b. ¥ <1
l/:] Voir la méthode 2.
c. e > e d. 4> =3 —e* =0
I/:] Poser X =e” et résoudre ['équation du second degré d'inconnue X.
[E} eTupes pe varIATIONS | * | & 25 min | » . 184 |

Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes et en déduire le sens de
variation.
a. f(x)=e", définie et dérivable sur R.

l/:] Voir la méthode 3.
b. g(x) = (2 —-x)e**"", définie et dérivable sur R.

c. hix)= "_—-13-)2’ définie et dérivable sur R.
e

X

*\2
d. k(x)= ( —-5-2¢2 ) , définie et dérivable sur R.

ax+b

X 1
o XX . £
l/:] e? =e? doncon aura besoin de la dérivée de e
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EXOS & SUJETS

A TANGENTE A ¢ AU POINT D'ABSCISSEO | % | & 15 min | » b. 185 |

Dans un repéere (O ; i; f), on note 6 la courbe représentative de la fonction exp.

a. Déterminer 1’équation réduite de la tangente T a % au point d’abscisse 0.

b. Etudier les variations, puis le signe de la fonction f, définie sur R par :
f(x)=e"—x-1.

c. En déduire la position relative des courbes € et T.

S'ENTRAINER

B3 ctupe pE FoncTION | %% | & 40 min | » P. 185 |

Soit f la fonction définie sur R par f(x)= Eezx —e" +¢, ou ¢ désigne un
réel fixé.
On note 6 , sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

1. Sachant que f(0) = %, déterminer c.

2. Etudier le signe de f’(x) lorsque x décrit R, puis dresser le tableau de
variations de f .

3. a. Comparer le minimum sur R de la fonction f ala valeur —I.

b. Combien —1 a-t-il d’antécédents par f ?

.1
4. a. Résoudre I’équation EX —eX =0.

b. En déduire le nombre d’antécédents par f de e.
5. Représenter € ., sur I'intervalle [-4 ;4] en faisant apparaitre la tangente
horizontale.

B} ANTECEDENTS PAR LA FONCTION EXP | %% | & 45 min | » . 187 |

1. On considére la fonction g définie sur R par g(x)=e" xe™.

a. Déterminer la fonction g’ dérivée de g .

b. Démontrer que g est constante, et que g(x) =1 pour tout x ER.
c. En déduire que e* # 0 quel que soit le réel x.

2. En remarquant que x = X2 , démontrer que (e*) >0 quel que soit le
réel x. 22

En déduire que la fonction exponentielle ne s’annule pas, puis qu’elle est stric-
tement positive et croissante sur R.

3. Démontrer que, pour tout réel strictement positif y, sil’équation e¢* = y a
une solution dans R, alors cette solution est unique.

l{b On pourra supposer qu'il existe deux réels x et x” ayant la méme image et aboutir
a une contradiction.
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On notera In(y) cette solution.

4. Déterminer les valeurs deIn(e), de In(1) et de In(e’).

5. On écrit 'algorithme suivant en python permettant de déterminer une va-
leur approchée de In(5) en examinant des listes de valeurs de la fonction expo-
nentielle avec des pas qui diminuent :

1 from math import*

2 x=0

3 forninrange (0,5):

4 L = [exp(x+i/10**n) for i in range (10)]
5 print(L)

6 for kin range (1,10):

7 if L[k]<b5:

8 x=x+1/10"n

9

print ("Une valeur approchée de n(5) est", x)

a. Programmer cet algorithme et donner la valeur obtenue pour In(5).
b. Quelle est la précision de la valeur approchée obtenue ?
Justifier a I’aide d’une instruction de I’algorithme.

RADIOACTIVITE | k% | & 20 min | » P. 188 |

On veut étudier le phénomeéne de décroissance radioactive.

Le nombre N(¢) de noyaux radioactifs présents a I'instant ¢ est donné par
N(t) = Noe’”, A étant la constante radioactive positive, N, = N(0) et ¢ est
exprimé en années.

1. Montrer que N’(¢) est proportionnel au nombre de noyaux radioactifs
N(t), et donner le coefficient de proportionnalité.

2. La période T représentant le temps au bout duquel la moitié¢ des noyaux
radioactifs présents se sont désintégrés, exprimer 7 en fonction de A.

l{b Pour résoudre la question, il sera nécessaire d'écrire: 2=exp (In 2)=e"?, puis on

(n2
montrera que T = nT (voir l'exercice 6).

3. Application numérique : datation au carbone 14.

a. La période du carbone 14 est de 5 730 ans.

Que vaut la constante radioactive A ?

b. On a trouvé en 2006 dans un site archéologique des ossements humains
dont la teneur en carbone 14 est égal a 35 % de celle des os d’un étre humain
en vie.

Estimer la date de la mort de cet humain.

c. La période du carbone 14 n’est précise qu’a 40 ans pres.

Affiner I’estimation précédente par un encadrement de la date de mort de cet
humain.
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EXOS & SUJETS

) £TUDE DE FONCTION ET DICHOTOMIE | *%* | & 50 min | » P. 188

Soit f la fonction définie sur [0;+ oo par:
2

flx)=e =S -2x-2,

et 6 ,sa courbe représentative dans un repere (O ; i; f).

1. Déterminer la fonction f” dérivée de la fonction f'.

2. a. Etudier les variations de la fonction f”.

b. Calculer f’(0) et f’(2) (donner une valeur approchée a 107 pres).

c. Dresser le tableau de variations de f” sur [0 ; 2] et en déduire que I’équation
f’(x) =0 admet une unique solution o sur cet intervalle.

3. On considére 'algorithme de dichotomie suivant :

a<«0
b «2

Pouriallantde 1a8:
a+b
2
Si f(a)xf’(c)<0:
Alors: b«c
Sinon :

a<cC

Fin pour

a. Quelle est la précision de I’encadrement de o que I’on peut obtenir ainsi ?
b. Rédiger cet algorithme en python et I’adapter afin d’obtenir un encadre-
ment de oo d’amplitude maximale 107

Donner I'encadrement obtenu.

lf] Attention a donner les nombres de l'encadrement avec assez de précision pour
répondre sans erreur a la question.

4. Déduire de ce qui précede I’étude des variations de f .
o L .
5. Montrer que f(o) = —oc( 3 + 1) et en déduire un encadrement au centieéme
de f(o).
lﬁ Sachant que f’(at) =0, exprimer € comme fonction affine de o.

6. Déterminer I'équation de la tangente T, a 6 , au point d’abscisse 2, puis
celle de la tangente T, a €, au point d’abscisse o.
7. Tracer ‘Gf, T, et T,
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B} ALcooLEmiE | *% [ & 30 min | » P. 191 |

Le taux d’alcoolémie d’une personne est la quantité d’alcool dans le sang en
g/L. Aprés la consommation d’une certaine quantité d’alcool, le taux d’alcoo-
lémie peut étre modélisé par une fonction du type : f(¢) = kte™ ou le coeffi-
cient k dépend de la quantité d’alcool ingérée et ou 7 est le temps exprimé en
heures. Nous prendrons ici k =3 et 1t €[0 ;12].

1. Quelle est le taux d’alcoolémie de la personne considérée au début de I’ex-
périence, c’est-a-direa t =07?

2. Démontrer que : f’(t) = k(1—¢)e™ pour 1 €[0 ;12].

3. a. Etudier les variations de la fonction /et en déduire & quel moment le taux
d’alcoolémie atteint son maximum.

b. Donner une valeur approchée a 0,001 prés de ce maximum et du taux d’al-
coolémie a ¢ =12h.

4. En France en 2019, le Code de la route interdit toute conduite d’un véhicule
lorsque le taux d’alcoolémie est supérieur ou égal a 0,5 g/L.

Rédiger un algorithme en python permettant de déterminer une valeur appro-
chée a 5 minutes pres du temps que cette personne doit attendre pour pouvoir
prendre le volant et indiquer la réponse obtenue.

METHODE D’EULER | k% | & 40 min | » p. 192 |

l{b On admet le résultat suivant, appelé approximation affine.
Soit f une fonction dérivable en a. Si h est proche de zéro, alors :
f(a+h) = f(a) + hf'(a).

Dans cet exercice, f'est la fonction exponentielle.
1. Soit a un réel. Démontrer que, pour 4 proche de zéro :
exp(a+h) = (1+ h)exp(a) .
2. Nous allons approcher f par une fonction affine par morceaux (dont le pas
est noté /1) : c’est la méthode d’Euler.
Prenons par exemple /& = 0,2.
* Le premier point M, a pour coordonnées x, =0 et y, =1 (f(0)=1).
* Le point suivant M, a pour coordonn¢es x, = x, + /7 =0,2 et y,.
Nous ne calculons pas f(x,), mais 'approximation affine pour a = x, nous
en donne une valeur approchée puisque :
J(x) = f(x, +h) =1+ h)x f(x)).

On pose donc y, = (1+h)x f(x,)=(1+0,2)x1,dou y =1.2.
* Le point M, a pour coordonné¢es x, = x, + /1= 0,4 et y,.
L’approximation affine pour a = x, nous donne une valeur approchée de
f(x,) puisque :

f(x)=f(x,+h)=(+h)x f(x)=+h)xy,.
On pose donc y, =(1+h)x y, =(1+0,2)x 1,2, d’ou y, =1,44.
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EXOS & SUJETS

a. Déterminer les coordonnées de M, puis de M.
b. Voici un algorithme permettant d’afficher les premiers points M :
ceux dont I’abscisse est strictement inféricure a 3,2 .

x<0
y 1
Placer le point de coordonnées (x ; y)
Tant que x < 3

x—x+0,2

y<—yx(1+0,2)

Placer le point de coordonnées (x ; y)
Fin Tant que

Recopier et lancer le script suivant :

1 import matplotlib.pyplot as plt
2 plt.axis([-0.5,5,-1,20])
3 plt.grid
4 x=0
5 y=1
6 h=0.2
7 x_M=[x]
8 y_M=[y]
9 while x < 3:
10 Xx=x+h
11 y=y*(1+h)
12 x_M.append(x)
13 y_M.append(y)
14 plt.grid()
15 plt.scatter(x_M,y_M)
16 plt.show()

Iﬁ Xx_M.append(x) ajoute x a la fin de la liste x_M, voir le chapitre 1.

c. Modifier ce script pour qu’il demande a l'utilisateur de saisir une valeur
décimale du pas /i de son choix.

Le tester pour 4 = 0,1 puis 4 = 0,05.

d. Compléter le script de la question précédente pour qu’il trace la courbe de
la fonction exponentielle sur I'intervalle [0 ; 3] et comparer avec les points
obtenus par la méthode d’Euler pour / = 0,05.

lib Il faut utiliser linstruction import numpy as np puis np.exp pour appliquer la
fonction exp sur les listes.
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COURS

& METHODES

PREPARER UN CONTROLE

QCM | *% | & 20 min | » Pp. 193 |

Pour chacune des questions ci-dessous, une seule réponse est correcte.

1. Soit 6 la courbe représentative de la fonction exponentielle et T la tangente
a 6 au point d’abscisse —1.

T a pour équation :

2+
a. y=e'(-x-1) b. y=-x-1 c.y= o d y=e'(=x+1)
2. e +e" estégala ...
a. e x(1+e) b. e c.e¥ x (e + l) d. (e¥ )™
e

3. Une des fonctions ci-dessous vérifie sur R 1’égalité 2 /"= f+6 :

X

a.la fonction f:x—>e2 -6 b. la fonction f, : x —>6x¢e*
c.la fonction f : x> e +6 d.la fonction f, : x— e -6
4. L’équation e’* —3e* —4 = 0 admet dans R :

a. aucune solution b. une solution

c. deux solutions distinctes d. plus de deux solutions.

lﬁ) Remarquer que e* =e** =e*xe*=(e*)? pour se ramener a une équation du
second degré.

5. Lexpression —e ™" ...
a. n’est jamais négative b. est toujours négative
c. n’est négative que si x est positif d. n’est négative que si x est négatif.

FONCTION INCONNUE | ** | & 40 min | » p. 194 |

Partie A.

On donne ci-dessous la courbe representative €, d’'une fonction f definie et
dérivable sur I'intervalle [-5 ; 5].

On note [’ la fonction dérivée de la fonction f.

Le point A de coordonnées (0 ;— 3) appartient a la courbe 6 -

B est le point d’abscisse 1 appartenant a la courbe €.

On sait que :

* la fonction f'est strictement croissante sur les intervalles [-5; =2] et [1 ; 5] ;
de plus elle est strictement décroissante sur [—2 ; 1].

* la droite A d’équation y = —4x — 3 est tangente a la courbe ‘6, au point A.

* la tangente A" a la courbe ‘6‘ ,au point B est paralléle a I'axe des abscisses.
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N
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EE—
>

Répondre a I’'aide du graphique en justifiant les réponses :
a. Donner la valeur de f’(1).

b. Quel est le signe de f’(—4) ?

c. Donner la valeur de f”(0).

Partie B.
La fonction f représentée a la partie A a une expression de la forme
f(x)=(ax® + bx+c)e* —1 sur 'intervalle [-5;5].
a. En utilisant I'un des points du graphique, justifier que ¢ = —2.
b. On admet que la fonction dérivée f’ est donnée, pour tout x de [-5; 5],
par:
[ (x)=(ax> +(2a+b)x 2+b)e".
En utilisant les résultats de la partie A, justifier que b = -2, puis que a = 2.

Partie C.
La fonction fest donc définie pour tout réel x de [-5 ; 5] par :

f(x)=02x*=2x—-2)e" —1.
a. Vérifier que pour tout réel x de I'intervalle [-5 ; 5],

f(x)=(2x" +2x —4)e".

b. Etudier le signe de f”, puis dresser le tableau de variations de f'sur [-5 ; 5]
(on pourra compléter le tableau avec des valeurs approchées des images f(x)
a 107 pres).
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ALLER PLUS LOIN

PLACEMENT FINANCIER ET REGLE DES 72 | %% | & 45 min | » P. 195 |

Préliminaires : les questions suivantes sont indépendantes.
1. Démontrer que la suite définie sur N par : u = e" avec ¢ un nombre réel,
est une suite géométrique dont on précisera la raison.

lf] Revoir si besoin le chapitre 2.

2. Soit £ un nombre de I'intervalle [0 ; 0,1].

Par approximation affine de I’exponentielle, ona: ¢’ = 1+ ¢ (voir ’exercice 10),
et plus ¢ est petit, plus cette approximation est précise.

Déterminer le pourcentage d’erreur que I’on commet si z = 0,03 .

Placement financier

On considére un placement financier dont le rendement annuel est ¢ = 3%,
soit 1 =0,03.

3. a. Si on investit 10 000 € sur ce placement au 1°" janvier 2020, quelle somme
détiendra-t-on au bout d’'un an ? au bout de 2 ans ? au bout de 5 ans?

b. En déduire que le capital détenu au 1°" janvier de 'année 2020 + n forme une
suite géométrique (v,) de premier terme v, = 10 000, et dont on précisera la
raison.

c. En s’aidant des résultats établis dans les préliminaires, donner une expres-
sion d’une valeur approchée du capital détenu au 1¢ janvier 2020 + n a I’aide
de la fonction exponentielle.

4. La plupart du temps, un investisseur décide de récupérer son argent a une
date qui n’est pas le 1¢ janvier. Grace a la fonction exponentielle, on pourra
définir la fonction v(x) = 10000e”** donnant une valeur approchée du capi-
tal détenu x années apres le début du placement, ou x ER .

a. Calculer une valeur approchée du capital détenu au bout de 6 mois.

b. Donner une valeur approchée du capital détenu le 1¢ février 2021.

c. Donner une valeur approchée du capital détenu au bout de 23 ans et 2 mois.
5. Luca Pacioli était un mathématicien italien et 'un des « inventeurs » de la
comptabilité telle qu’on la connait aujourd’hui. Il formula la « régle des 72 »
dans son livre « Summa de arithmetica » publié en 1494 :

. . , N . 72 ,
« Siun capital est placé avec un taux d’intérét de t % par an, il faut - années

pour le doubler. »

a. Cette régle correspond-elle a la réponse établie au 4. c. ?
b. D’aprés cette régle, en combien de temps double-t-on son capital s’il est
placé a 10% ? Faire le calcul avec ’exponentielle pour comparer.

Faire ensuite le calcul exact pour 7 et 8 ans de placement.
La fonction exponentielle
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EXOS & SUJETS

c. On admet que 2 =™, ou In2, peut étre obtenu avec la touche In de la
calculatrice.

Transformer ’égalité €™ =2 pour obtenir une expression de x en fonction
de 1.

d. Faire le lien entre la régle de Luca Pacioli et la réponse obtenue au 5. c.

lf] Infos

» La valeur 70 donne de meilleurs résultats pour de petits taux d'intéréts, entre 0,5 %
et 5 %, car l'erreur commise avec l'approximation affine est faible.

* La valeur 72 est plus proche de la valeur exacte pour des taux d'intéréts entre 5 %
et 10 % et 72 a de nombreux diviseurs, ce qui était avantageux a 'époque de Pacioli,
ou la calculatrice n'existait pas ...

» En terminale, nous verrons que, sans faire d’approximation, le capital obtenu au
bout de x années, x étant un réel, est: 10000 xe™™™ ot In est la fonction logarithme
népérien.

FONCTIONS COSINUS HYPERBOLIQUE
ET SINUS HYPERBOLIQUE | %% | & 45 min | » p. 197 |

On définit sur R les fonctions ch et sh (appelées cosinus et sinus hyperbo-
liques) par :

: et sh(x) = e_%

e' +e

ch(x) = —
1. a. Etudier les variations de ch et sh sur R.
b. Tracer les courbes représentatives de ch et sh dans un repére orthogonal
(0515 )).
2. Quelques propriétés
a. Démontrer que pour tout x €R,

ch’(x)—sh*(x) = 1.

b. Démontrer que, pour tout (x ; y) ER?,

sh(x)ch(y)+ ch(x)sh(y) = sh(x + ).
En déduire que pour tout x ER,

sh(2x) = 2sh(x)ch(x).

c. Démontrer que, pour tout (x ; y) ER*,

ch(x)ch(y)+ sh(x)sh(y) = ch(x+ y).
En déduire que pour tout x ER,

ch(2x) = ch’*(x)+sh’(x) = 2ch*(x) — 1 = 1+ 2sh*(x).
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nRELATION FONCTIONNELLE
1.a. 1—(<e%>xe’3>2 x e’ = 1—(6%)2 x e’

—=x2
=l-e2 x¢’
=l-¢ P =1-¢"=0.
x\3 2x -3x) _ L3x 2x —3x
b. (e¥) (e™ —e™) =" x(e™ — ™)
ZCSXXGZX—CSXXC%X
=e¥-e’=e" -1

L et e _exe+e’ e
eZ (e_l)Z e2 e—Z
2 3
e (e’ +1
=%—e xe @ =(’+1)-e’=1.

2 ~ 9x%+6.x+1)—62
d. e(3x+l) Xesx_eze(wr“) X _ @

=eg“l—e=e><(e9’ —1).

e"+e™” (ev +e” )

ex _ efx (e‘c )
_eT e e +1
e e—,\+x = e2x -1 :

X+Xx

A (1N) EQuUATIONS

a. Quel que soit le réel x, e* > 0 donc e = 0 est impossible : ¥ = @.
h. e¥ 7 <lee™’ <e’ ©2x-3<0 car exp est strictement croissante sur R.
e <1 @x<§,doncSP= }—w;g[.

2 2
c. e >e™" o x(x—1)>3x+1 carla fonction exp est strictement croissante
sur R.

e V>’ o x? —4x-1>0.

A =20 = (2+/5). Les racines du trindme x> —4x —1 sont :

4+22f_2ft 422f_2f

Donc ¢V >3 o (x<2—x/§oux>2+\/§)
P =]—o032 —/5[UR+5 5+

%5 =

lib x* —4x—1 estdusignede a=1 alextérieur des racines.

d. Posons X =e¢".

Alors X? =(e')’ =e* et e =e* xe' = X xe

4 —3e™ —e’=0=4X" -3eX -’ =0.

A=(-3e) —4x4x(-€’)=9¢ +16¢e” = 25¢* = (5¢)’ >0 .
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Les racines du trinéme 4X> — 3eX — ¢’ sont :
_3e—-5 _-2e_ e _3e+5¢  8e

= = —~ et = S

®
' 2x4 8 4 P 2x4 8

D’ou :
4e2x—3e”1—e2=0<:>(X=—% ou Xze)

X

e X
elet=—— oue' =e
4
se'=¢
car une exponentielle ne peut pas €tre négative, la solution est x = 1.

Ed:TuDES DE VARIATIONS

ax+b

avec: a=-1¢et b=0.

=3

a. f estdelaforme e
Pour tout x réel, f'(x)=(-1)xe™ =—e
Une exponentielle est toujours strictement positive, donc quel que soit le réel x,
f’(x)<0. Par conséquent, f est strictement décroissante sur R.
b. g est le produit de la fonction u : x — 2 — x par la fonction v : x — e
De plus u’(x) = -1 et v/(x)=2xe**". Alors :

g (x)= () xe*™" +(2-x)x2e™" = (=1+4-2x)e™".
Donc g’(x) = (3-2x)e*".
Une exponentielle est strictement positive, donc le signe de g’(x) est celui de

2x+1

. 3 . .
3—2x, qui s’annule en 5 d’ou le tableau suivant :

—oo 3 +oco
* 2
g + 0 -
¢

BN 4
Le maximum vaut g(g)=(2—§)xe2 2 1=l><e4 =<
2 2 2 2

1 !
c. h estdelaforme (-3)x — avec v:x— e* + 2.
1%

- . u
lﬁ On peut aussi voir h comme un quotient — avec u: x+——3.
%

Le dénominateur e* +2 ne s'annule pas sur R, donc h est définie et dérivable sur R.

Pour tout x réel, v'(x)=e¢" et donc:

—v'(x) —e* 3e”*
h(x)=(=-3)x =(-3)x =

()P (c+2)  (eF+2)
Donc % est strictement croissante sur R.

_>0.
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d. k estdelaforme ux u, avec u:x»—>—5—2e'S .
Pour tout x réel, u’(x)=-2x—xe? = —e?.
Donc k’(x):—eix<—5—2e; +<—5—2ei)x(—ei>.

kK(x)= —2(— 5- zﬁ)x el

Or: —2<0 et e2 >0 pour tout x , donc k’(x) est de signe opposé a —5 —2e? .

= z 5_ = . , . .,
Or, 5-2¢2>0-5>2%> - 5 >e¢2 . Une exponentielle n’étant jamais né-
gative, c’est impossible donc —5 — 2e2 n’est jamais positif, mais toujours négatif.
Donc k est strictement croissante sur R.

TANGENTE A ¢ AU POINT D'ABSCISSE O
a. T a pour équation y = exp (0) + exp’(0)(x —0), soit

y=e’+e’x=1+1xx cest-a-dire T: y=x+1.
b. * f" est dérivable sur R et, pour tout x réel, f’(x)=e¢" —1.
La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R,
f(x)>0oe —1>0oe" >1oe >’ x>0 et

f'f(x)=0sec ' =1lsx=0.

Donc f est strictement décroissante sur | —o ; 0] et strictement croissante sur I’in-
tervalle [0 ;+oc|.
* £(0)=e"-0-1=0. Le tableau de variations de f est donc :

X ) 0 +oo

Variations de f \ 0 /

Il en résulte que fest positive sur R et s’annule en 0.

c. La position relative de € et de T est donnée par le signe de la différence
e —(x+1)=f(x). Or, f(x)=0 surRet f(x)=0x=0.

Donc la courbe ¢ est au-dessus de la droite T. Elles ont un unique point commun,
pour x =0,et £(0)=e"=1,donclepoint J(0;1).

El:TupE DE FONCTION
1 1
1. f(0)==x1-¢e'+c==-e+c.
f(0) 2 e=3 c

1 1 1
0)=—,donc ——e+c=—,so0it c=e.
f(0) 5 5 e c

2. f est dérivable sur R et, pour tout x ER,
f’(x)z%XZezx—lxe”'+0:e“—ex”.
s ff(x)=0ee=e"o2x=x+lex=1
s ff(x)>0ee >e Mo 2x>x+lex>1
e ff(x)<0&e x<I.
f(1)=%><e2—ez+e=—%><e2+e.
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X —oo 1 +oo
/') - 0 +
fx) \ -’ /
—+e
2

2
3.a. f admet un minimum en 1, qui vaut f(1) = —% +e=-0,98,

donc le minimum de £ sur R est strictement supérieur a —1.
b. Par conséquent, —1 n’admet pas d’antécédent par f.
4. a. %X2—6X=0(:)X(%X—e)=0
=X =00uX =2e
b. f(x):e@%e“—e“' +e=¢ @%ez“—e“l =0

1 ! :
(:)5><(e*)2 —e*xe' =0.
Posons X =e".
1

Alors f(x)=e(:>5X2—eX =0

<X =0ou X =2e

e =0oue’ =2e.
Or, I’équation ¢* = 0 n’admet aucune solution puisque, pour tout x ER, ¢* > 0.
De plus, ’équation e* = 2e admet une unique solution puisque 2e¢ >0 et que la

fonction exp est strictement croissante sur R
Donc e admet un unique antécédent par f.

5.

3 G,
2
i
3 2 1 0 ] 2 3
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KA ANTECEDENTS PAR LA FONCTION EXP
I.a. g(x)=-e" xe " :lafonction g est définie et dérivable sur R et c’est un produit
de deux fonctions, (¢¥) =e* et (™) =—e* donc:
g(x)=e"xe*+e" x(-e*)=0.

b. Les seules fonctions dont la dérivée vaut 0 sont les fonctions constantes, donc
2(x) = g(0) quel que soit x, c’est-a-dire :

e*xe ' =e"xe’ =1< g(x)=1 pourtout x € R.
c.e"xe " =1,donc pourtoutréel x: e* #0.

. XX x X ( ,)2
2. Quel que soit le réel x, on a e* =e2 2 =¢? xe? =\e?/ , or le carré d’un
nombre non nul est strictement positif, donc e¢* >0 quel que soit x.
La fonction exponentielle est strictement positive et strictement croissante sur R.

3

3. Soit y tel qu’il existe un réel x tel que e* = y.

Supposons qu’il existe un autre réel X’ tel que e* = y.

x et x’ étant différents, I'un est forcément strictement plus grand que l’autre,

par exemple x < x’.

Alors, 'exponentielle étant strictement croissante, elle conserve ’ordre, donc :
e'<e’ © y<y.

C’est impossible, donc ’équation admet alors une unique solution, si elle existe.

lf] Cette démonstration est une démonstration par l'absurde : on émet une hypo-
thése qui mene a une contradiction, donc l'hypothese est fausse.

4.+ Léquation e = e a une solution qui est x =1 et est unique, et In(e) = 1.

* L’équation e* =1 < e* =¢” a une solution qui est x =0 et qui est donc
unique, et In(1) = 0.

* L’équation e* = e’ a une solution qui est x = 3 et est unique, et In (e’) = 3.

5. a. On obtient In(5) = 1.6093999999999995.

lf] Ala calculatrice, on obtient In(5) = 1,60943791

b. Les listes calculées successivement contiennent 10 valeurs de exp(x + l(l)n)
avec i qui vade 0 a 9. Le programme balaie ces tables de valeurs avec un pas qui
. . .1 .
diminue lorsque n augmente ; n va de 0 a 4, donc le pas est 1, puis e puis

1 1 1
— =107, puis — =107, etenfin — =107"*.
10? P o0 10°
La valeur approchée obtenue est donc a 10~ preés.

lfb En effet, on peut vérifier que la différence entre cette valeur et la valeur obtenue
a la calculatrice est inférieure a 107 Le balayage s'arréte grace a la boucle « if »
deés qu'un nombre dans la liste dépasse 5. La liste suivante repart de la derniére
valeur de x dont l'image est inférieure a b5.
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EArADIOACTIVITE

1. Pour tout ¢ €]0;+ee[, N’(1)= N, x(-A)e™ = -AN (7).
N’(t) est donc proportionnel au nombre de noyaux radioactifs N (¢),
et le coefficient de proportionnalité vaut (—A).

2. N(t) = %N(O) & Ne = %NO

1 1 1
oeM=— N >0) & —=—
e > (car N ) =3
o' =2 =e" o= 1n24:>t=£.
In 2 A
Donc T =
3o =02 1 21x10%.
5730
b. Soit ¢ le nombre d’années écoulées depuis la mort de cet humain, alors
N(t) = 13750 x N,, c’est-a-dire exp (-1,21x 107 x 7) = 0,35, soit
= L@S% ~ 8 676 années.
-1,21x 10

Cet humain est mort 8 676 ans avant la découverte, soit en 6 670 avant J.-C.
c.Ona: 5690 <T <5770 .0On en déduit un encadrement de A entre :
In2 In2

=~ 0,0001218 et =~0,0001201.
5690 5770
D’ou un encadrement de ¢ entre :
L%% =~ 8619 ans et L%% ~ 8741 ans.
-1,218 x 10 -1,201x 10

Cet humain serait donc mort entre 6 613 et 6 735 avant J.-C.

EETUDE DE FONCTION ET DICHOTOMIE

1. f est la somme de plusieurs fonctions dérivables sur [0 ;+oo , donc elle est
dérivable sur I'intervalle [0 ; +oo[.
Pour tout x €[0; +o[,
f'(x)=¢" —27)6—2=e‘r -x-2.
2.a. f’ estencore dérivable sur [0;+oo[ et, pour tout x €[0;+oo[ :
f7(x)=¢"-1.
f"(x)>0se* >1ex>0et f7(0)=0.
Donc f” est strictement croissante sur [0 ;+cof .
b. f7(0)=e"—2=1-2=—-1 et f/(2)=¢’-2-2~3,39.
c.

S ) +

P4
e 7
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f7 est strictement croissante sur [0 ; 2] et passe d’une valeur strictement négative
a une valeur strictement positive. D’apres le tableau de variations, elle passe donc
une unique fois par la valeur 0. On appelle o la solution de f(x)=0.

3.a.1vade 1 a8, donc on répéte 8§ fois 'opération qui consiste a donner a ¢ la
valeur du centre de I'intervalle [ ¢ ; b | puis a remplacer ¢ ou b par c.

Autrement dit, on divise 8 fois par 2 'amplitude de I'intervalle [0;2], donc on la
divise par 2% = 256 :

% = % =0,0078125 donc on obtient un encadrement d’amplitude légere-

ment inférieure a 0,008.

b. Si on veut une amplitude maximale de 107 , il faut diviser I'intervalle par 2"

2 1 1
car — = =5 = —— = 0,000 977 <0,001.
2 2 1024
L’opération doit étre répétée 11 fois. D’ou I’algorithme en python :

1 from math import*

2 def f(x):

3 return (exp(x)-x-2)
4 a=0

5 b=2

6 foriinrange(11):

7

8

c=(a+b)/2
if f(a)*f(c)<0:
9 b=c
10 else:
11 a=c

12 print ("La valeur de alpha est encadrée par les nombres”, a, b)
On obtient : 1,1455 <o <1,1465 .

lf] La différence entre ces 2 nombres est bien de 0,001 soit 107 : il faut arrondir le
premier nombre obtenu par défaut et le second par excés pour ne pas exclure par
erreur la valeur réelle de o. de notre réponse.
On ne peut pas donner les bornes de l'encadrement avec 3 chiffres aprées la virgule,
sinon on donnerait 1,145 et 1,147 mais 'amplitude serait alors 0,002.

4. Tableau de variations de [ :
” est strictement croissante sur [0 ; +oo[, donc elle reste positive sur [0 ; +o9[.

X 0 o +oo

S -0

-1
S(o)

f(0)=e°—%—2x0—2=—1.
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(XZ
5. f(a):e“—7—2oc—2.
Or f/(la)=0,dou e”—a-2=0=c"=a+2.
o

o’ o’
Donc f(oc):a+2———2a—2:—oc——:—oc(—+1>.
2 2 2

L1455 <o <1,1465, donc 1,57 275 <%+ 1<1,57 325.

lﬁ') Conserver toutes les décimales lors des calculs.

Les termes étant tous positifs, on peut multiplier membre a membre les deux iné-
galités et on obtient : o
1,801 585 < ot <5+ 1) <1,803731

~1,803731< - o (% n 1) <—1,801585.

Donc, un encadrement au centieme de f (o) est:

-1,81 < f(a) <-1,80.
6. T, a pour équation y = f(2)+ f'(2)(x —2). Or,

Q)+ f/2)(x-2)=€e" -8+ (e —4)(x-2)= (e’ —4)x —¢’.

Donc T, : y = (¢’ —4)x — ¢’
T, apour équation y = f(a)+ f'(o)(x — ) avec f'(o) =0 et
fla)= —a(% + 1).
Donc T, : y = —a(% + 1> (tangente horizontale).
7.

VA

41
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El ALcooLEMIE

1. £(0)=3x0xe’ =0 :la personne a un taux d’alcoolémie de 0 au début de
P’expérience.

2. f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables sur [0 ; 12] :

u(t) = kt , donc u'(¢t) =k , et v(t) =e™", donc v'(¢) = —e".

Alors: f/(t)=kxe' +ktx(—e")=(k—kt)e" =k(1-t)e™".

3. a. Une exponentielle est toujours strictement positive et k>0, donc f” ale
méme signe que 1— 7. D’ou le tableau suivant :

X 0 1 12
Signede 1 —¢ + 0 -
3e!
0 36e 12

Le maximum est atteint pour # =1 et ce maximum vaut :

f()=3x1xe" =1,103 g/L.
b. £(12)=3x12xe™" = 0,0002, soit 0 g/L a 0,001 prés : I'alcoolémie est nulle
apres 12 h.
4. Il n’est pas prudent de prendre la route avant que le maximum ne soit atteint
car le taux maximal autorisé risque d’étre atteint avant ’arrivée.
Un conducteur ne devrait donc prendre la route qu’apres que son taux d’alcoolémie
ne soit redescendu en-dessous de 0,5 g/L., donc on fait démarrer la recherche apres
1 h.

. ] . . , 1
On veut une valeur approchée a 5 minutes prés, ce qui représente T d’une heure.

On peut parcourir le tableau de valeurs de la fonction jusqu’a ¢ = 12 et arréter la
recherche quand on trouve une valeur inférieure a 0,5.

On est stir de trouver une réponse car la fonction diminue jusqu’a 0 (a 0,001 pres).
La seule difficulté de ’algorithme va étre de donner la réponse en heure, minutes.

lib int(t) permet de calculer la partie entiére de t, donc le nombre d’heures écoulées ;
pour calculer le nombre de minutes, on multiplie la partie décimale de t par 60.

from math import*
def f(t):
return (3*t*exp(-t))
t=1
while f(t)>0.5:
t=t+1/12
min=(t-int(t))*60
8 print ("Le conducteur peut prendre la route aprés”, int(t), “h", min, "min")

N O~ O W N -

L’algorithme nous permet de dire que le conducteur peut prendre la route
2 h 50 min apreés le début de I'expérience.
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lﬁ Prolongement
. . 1. . .
Cependant le logiciel arrondit les valeurs de r a chaque étape, ce qui

explique que l'affichage final est 2h50.0000000036 min.

On peut améliorer ce résultat en demandant d’arrondir les minutes :
round(min).

Une difficulté supplémentaire qui ne se pose pas ici : si la valeur exacte de
t était 3h par exemple, et si par le jeu des arrondis le résultat de t était trés
légerement inférieur a 3, alors quand on prend la partie entiére de t on obtien-
drait 2. Heureusement ensuite le calcul des minutes nous donnerait environ
60 min, donc on retrouverait 3 h.

mMI'ETHODE D'EULER

1. Soit @ un réel. Pour % proche de zéro, f(a+h)= f(a)+h- f'(a).

Mais puisque f = 7, f’(a)= f(a),d’ou:
fla)+hf'(a) = f(a)+hf(a) = f(a)x(A+h).

On a donc bien, pour % proche de zéro :
exp(a + h) = (1+ h)exp(a).
2.a.+Le point M, a pour coordonnées x, = x, + 2= 0,6 et y,.
L’approximation affine pour ¢ = x, nous donne une valeur approchée de f(x,)
puisque f(x,)= f(x,+h)=A+")X f(x,)=A+h)X p,.
On posedonc y, = (1+h)x y, =(1+0,2)x1,44 d’ou:y, =1,728.
Finalement M (0,6 ; 1,728).
* Le point M, a pour coordonnées x, = x, +/7=0,8 et y,.
L’approximation affine pour a = x; nous donne une valeur approchée de f(x,)
puisque f(x,)= f(x,+h)=A+h)X f(x,)=A+h) X y,.
On pose donc y, =(1+h)y, =(1+0,2)x1,728,d’ou: y, = 2,073 6.
Finalement M(0,8 ; 2, 073 6).
b. La console affiche :
20
17,5
15 i
12,5 ¢
10
7,5 .
5 o
2,5 ot
0

c. Il suffit de remplacer la ligne 6 du script par :

‘ h=float(input("Entrer la valeur du pas h:")) ‘
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* Pour /4 = 0,1 on obtient : * Pour /2= 0,05 on obtient :
20 20 o
17,5 . 17,5
15 . 15 $
12,5 s 12,5
10 10
7,5 7,5
5 o 5
2,5 j 2,5
0 0
0 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5

d. On ajoute en ligne 2 :

import numpy as np ‘

Apres la boucle while on ajoute :

x1=np.linspace(0,3,100)
yl=np.exp(x1)

Apres la ligne | plt.scatter(x_M,y_M) ‘on ajoute :

plt.plot(x1,y1)

On obtient :

20
17,5
15
12,5
10
7,5

2,5

0 1 2 3 4 5

On voit que I'approximation est de bonne qualité, bien que les points de ’approxi-
mation s’¢loignent de la courbe lorsque x augmente.

11

1. Réponse c.

T:y=exp (-1)+exp’(-1) X (x = (=1)) ouencore :
y=el+e'(x+)=e(x+2).

Or, ¢! =i=l,d’01‘1 y= x+2‘

el e e

2. Réponse c. {
e +e =e(e +e') = ex(— + e) :
e
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3. Réponse a.
’ l i 7 i i
Pour tout réel x, f, (x)= Eez, donc 2x f(x)=e*=¢>-6+6= f(x)+6.

4. Réponse b.
Posons X =e".
Alors e —3e"-4=0 X*-3X-4=0

lﬁ] Cette équation du second degré a 2 racines que l'on peut trouver en remarquant
que x,=—1 est une solution évidente et on trouve x, a laide du produit des ra-
cines: x,Xx, =—4.Sinon, on calcule le discriminant puis les racines a l'aide des
formules habituelles (voir le chapitre 3).

e -3 -4=0X=-1ou X =4

<e'=-1 oue =4

e =4 (car e” >0).
L’équation e* =4 admet une unique solution puisque la fonction exponentielle
est strictement croissante sur R .

5. Réponse b.
La fonction exponentielle est strictement positive sur R, donc, pour tout x ER,
e " >0. Donc —e™" est strictement négatif sur R.

¥ FoNcTION INCONNUE
Partie A.
a. f’(1) est le coefficient directeur de la tangente au point de la courbe d’abs-
cisse 1 : il s’agit de la tangente au point B qui est horizontale, son coefficient di-
recteur vaut 0, donc : f’(1) = 0.
b. Le signe de f”(—4) correspond au sens de variation de la courbe € en x = —4.
D’apres I’énoncé, f est strictement croissante sur [-5;2], donc f’'(—4)>0.
c. f7(0) estle coefficient directeur de la tangente au point de la courbe d’abscisse
0 : il s’agit de la tangente au point A, dont I’équation est donnée dans I’énoncé.
A a pour coefficient directeur —4, donc f’(0) = 4.
Partie B.
a. Les coordonnées du point A sont (0 ; —3), donc f(0)=-3.
Or, f(0)=(ax0*+bx0+c)e’ —1=cxl-1=c—1.
Donc c-1=-3 < c=-2.
b. D’apres la question A. c. :
f(0)=-4 = @x0+QRa+b)x0-2+b)e’ =4

S (2+b)x1=-4

< b=-2.
D’apres la question A. a.,
D=0 (axP+QRa+(-2)-2-2)'=0

& (@+2a-2-4)e'=0

Or, e >0 donc 3a-6=0a=

W | N

Sa=2.
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Partie C.
a. La fonction f est dérivable sur [-5 ;5] comme produit de 2 fonctions dérivables
u(x) =2x* —2x -2, donc u'(x) =4x -2 et v(x)=e", donc v'(x)=e".
Alors: f’(x) = (4x—2)e" +(2x* —2x —2)e"

= (4x —2+2x> = 2x—2)e"

= (2x* +2x — 4)e”
b. Une exponentielle est strictement positive, donc f’ a le méme signe que
2x* +2x — 4, qui est une expression du second degré.

lf] On peut calculer A et les racines, mais on gagne du temps a remarquer que,
puisqu’on connait les variations de f dans la partie A, on sait pour quelles valeurs
de x, f’(x) s'annule donc on obtient les deux racines « évidentes ».

2x” +2x — 4 a deux racines évidentes, —2 et 1, et ce trindme du second degré est
du signe de 2, donc positif, a I’extérieur des racines.
D’ou le tableau de variations :

b -5 -2 1 5
S () + 0 - 0 +
0,35 5638,7
f(x) / \ /
—0,61 —6,44
mPLACEMENT FINANCIER ET REGLE DES 72
Préliminaires
1. un — enr , dOIlC un+1 — e(n+l)t — ent+x — em % ex — 14,, % e[.

Cette expression est de la forme u
trique et sa raison est ¢ = e

,=u, Xq,donc (u ) estbien une suite géomé-
2. e"” =1,030455, donc lerreur commise en prenant 1+7=103 est de
4,55x 107" par rapport au nombre ¢””, soit un pourcentage de :

4,55%x107"

1,03
L’erreur est trés faible.

=~ (,00044 soit 0,04 % d’erreur.

Placement financier
3. a. Avec un taux de 3%, le capital est multipli¢ par 1,03 chaque année.
Au bout d’un an, le nouveau capital est donc 10 000 x 1,03 =10 300 euros.
Au bout de 2 ans, le capital détenu est 10 300 X 1,03 = 10 609 euros.
Au bout de 5 ans, le capital détenu est :
10609 x 1,03 x1,03x1,03 =11592,74 euros.
b. Chaque année, le capital est multipli¢ par 1,03 donc si I'on pose v, = 10000,
ona:v =v x103.
Le capital détenu au 1 janvier de ’année 2020 + n est bien une suite géométrique
(v,) de premier terme v, = 10 000, et de raison 1,03.
c. (v,) étant une suite géométrique, ona v, = v, x ¢" =10000 x 1,03".
D’aprés la partie préliminaire, ona 1,03 = " soit v = 10000 x ("*)" et donc :
v, =10 000 x "*".
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4. a. On peut estimer qu’au bout de 6 mois : x = 0,5
v(0,5) = 10 000 x "> = 10151,13 .
Le capital acquis au bout de 6 mois sera environ de 10 151 euros.

1 13

b. Le 1¢ février 2021, un an et un mois se seront écoulés, donc x =1+ D = T

13 0,033

v(ﬁ) ~10000 x &2 ~10330,34 .

Le capital détenu le 1 février 2021 sera environ de 10 330 euros.
!ﬁ 31 396

On peut aussi calculer xen jours: x =1+ ——=—— mais comme nous utilisons

365 365

une formule approchée, il n'est pas utile d'étre si précis sur x.
De plus, le résultat obtenu est le méme, a 50 cents prées, ce qui est négligeable
sur une somme de 10 000 euros.

c. x:23+£=%,donc:

12
139
v(%) ~10000% e 6 ~20037,09 .

Le capital détenu au bout de 23 ans et 2 mois est environ 20 037 euros.
S5a.t=3% et %=24.

Au 2. c., on a trouvé qu’en 23 ans et 2 mois, on détient environ 20 037 euros, donc
on a doublé le capital en un peu moins de 24 ans.
La régle donne une valeur approchée correcte de la réponse.

. . 72 .
b. Si ¢ =10, il faut 10 7,2 ans pour doubler son capital d’apres la regle.

10 000 x "7 = 20 544 € donc on aurait bien doublé le capital en 7,2 ans d’apreés
notre approximation (et méme un peu avant).

Le calcul exact donne :

en7ans 10000 x1,1" = 19487 €.

En 8 ans: 10 000 x 1,1° = 21435 €, donc la régle des 72 donne une bonne estima-
tion de la réponse.

ln 2 In2

c.e"=2oe” <:>tx—ln2<:>x—T.

d. A la calculatrice, on obtient : In2 =~ 0,693, donc x =~ 0’693.

Ona v(x) = v, xe", donc le capital est doublé si e” =2 ou 7 est le taux du pla-
cement, par exemple dans ’exercice ¢ = 0,03.

’

.. . . t .
Mais si on exprime le taux en pourcentage, on obtient 1 = —, d’ou :

100
0, t693 — 0,693 % 100 69;3

100
. . . . 70 .,
Le temps x nécessaire pour doubler son capital est donc environ ra ou ¢’ est le

taux du placement en pourcentage, d’ou la régle de Pacioli.
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14 FONCTIONS COSINUS HYPERBOLIQUE
ET SINUS HYPERBOLIQUE

1. a. ch et sh sont dérivables sur R.

X

1 1 e e x
Pour tout x ER, ch(x) = Exe" +Exe’ et la dérivée de e est —1xe™,

X =32

donc ch’(x)=l><ex—l><e’x=e —¢
2 2 2

Orsh(x)>0oe' > ox>-xo2x>0 x>0 et

sh(x) =0 x=-x<x=0.

La fonction ch est strictement croissante sur Iintervalle [0;+oo| et strictement
décroissante sur I’intervalle | —oo ; 0].

=sh(x).

e +e

2
toujours strictement positive : e* +e™* > 0.

De méme, pour tout x ER, sh’(x) = = ch(x) et une exponentielle étant

La fonction sh est strictement croissante sur R.

X —o0 0 +oo
ch’(x) - 0 +
ch(x) \ /
1
X —oo +oo
sh’(x) +
sh(x) /
b.
y
6
y=ch(x)
5
4
3
2
-8 -7 -6 =5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 X
-1
¥y =sh(x) -2
-3
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2. a.Soit x ER.

Chz(x) _ Shz(x) _ (ex + e—x)z B (ex ey

22 22
ch’(x) = sh*(x) = (e) +2e" xe +(e*) () —2e" xe T +(e)
4 4
2x 0 2% 2w 0 2
chz(x)_shz(x):e +2e’ +e 4e +2e’ —e :%:1 it

ch’x —sh’x =1.
b. Soit (x;y)ER’.

ex _ efx ey + efy ex + e—x Cy _ e,),
sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y) = X + o
(x)ch(y) + ch(x)sh(y) 5 3 > 5
B ex+)r + exfy _ efx+y _ e—x—y + ex+y _ ex,y + e,x+), _ ei’\;y
4 4
2(exﬂ’ _ eﬂ’*y) ety _ o=(x+)
= = =sh(x + y).

Pour tout x réel, avec y = x : sh(2x) = 2sh(x)ch(x).
c. Soit (x; y)ER® :
e"+e™ e'+e e -e" e-e7
ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y) = 5 X 5 + 5 X 5
e +e T e e N e - - e
4 4
2(e"™ +e)
L
ety 4 o (vt
2

= ch(x + y).
Pour tout x réel, avec y = x, ch(2x) = ch’(x) + sh?(x),
soit, d’apres 2. a. :

ch(2x) = ch?(x) +sh’(x) = (1+sh’(x)) + sh’(x) = 1 + 2sh*(x)

et ch(2x) = ch?(x) + sh?*(x) = ch*(x) + (ch’(x) = 1) = 2ch’*(x) - 1.

On a bien, pour tout x ER, ch(2x) = 2ch?(x) — 1 =1+ 2sh*(x).
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7 Fonctions trigonomeétriques

Dans tout le chapitre, le plan est muni d’un repére orthonormal (O ; 1, J).

1 PN RADIAN, UNE NOUVELLE MESURE D'ANGLE

1. Le radian

D Le radian est une mesure d’angle, proportionnelle a la mesure en degrés, telle
que © radians correspondent a 180°.

. b
Mesure en radians T 5 2r

w3
o a

~la

Mesure en degrés 180 90 60 45 30 360

2. Arc de cercle et mesure en radians de l'angle au centre

D Sur le cercle de centre O et de rayon R, si A et B sont A
deux points du cerglg tels que AOB = 0 radians, alors la R
longueur de 'arc AB est donnée par la formule : A

B

Ef] ENROULEMENT DE LA DROITE DES REELS SUR
LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE

1. Le cercle trigonométrique

On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1, orienté
de la maniére suivante :

* le sens positif est le sens contraire au sens des aiguilles d’'une montre,

* le sens négatif est le sens des aiguilles d’une montre.

2. Enroulement de la droite des réels sur le cercle
trigonométrique

D A tout réel ¢, est associé un unique point image M du cercle trigonomé-
trique, obtenu en se déplagant d'une longueur |7] sur le cercle a partir du
point I :

* dans le sens direct si ¢ est positif,

* dans le sens indirect si ¢ est négatif.

On dit alors que M a pour affixe ¢ et on note M(?).

D Tout point du cercle trigonométrique est I'image d’une infinité de réels :
Si ¢ est un affixe du point M, alors tous les réels de la forme ¢ +2kn, kEZ
sont également des affixes de M.

199



3. Cosinus et sinus d'un nombre réel
DEFINITIONS :

-

Soit ¢ un réel, et M son point image sur le cercle trigonométrique.
* On appelle cosinus de 7, et on note cos(z) I’abscisse du point M.
* On appelle sinus de 7, et on note sin(z) , 'ordonnée du point M.

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(8

PROPRIETES :
;N Pour tout réel ¢ :
) M() | *=I<cost=<1let-1<sint<l1
Sin (¢ 3 0 %
*|cos’t +sin’t = 1|
I esi kEZ, cos(t+2km) = cost
Ol cos (1) ) ’ ( : )
et sin(z + 2km) = sint.

D Valeurs a connaitre

o | 2| m | = | =
6 | 4 | 3 | 2

Co B2
2 | 2 | 2

S N R R
2 | 2 | 2

PROPRIETES : ANGLES ASSOCIES
* Pour tout réel ¢ :

cos(—t) = cos(t)‘

cos(m—1) = —cos(t)‘

sin(—) = —sin(?))|

sin(t—¢) = sin(t)|

D Points remarquables du cercle trigonométrique
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iT¥] FONCTIONS COSINUS ET SINUS

1. Propriétés des fonctions trigonométriques

D Parité

* Pour tout réel x, | cos(—x) = cos(x) |

La fonction cos est donc paire : sa courbe représentative est symétrique par
rapport a I’axe des ordonnées.

* Pour tout réel x, ‘ sin(—x) = —sin(x) |

La fonction sin est donc impaire : sa courbe représentative est symétrique par
rapport a I’origine du repere.

D Périodicité
Pour tout x réel,

cos(x + 21) = cos(x) et sin(x + 27) = sin(x) ‘

On dit que les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 27 :
leurs courbes représentatives sont invariantes par translation de vecteur 27 i .

2. Variations et courbes représentatives
Le plan est ici rapporté a un repére orthogonal.
* Pour la fonction cosinus :

0 > i 2
* 2 T 2 T
1
cosx \0
—-3n —-2n -T 3n

0 > =i 2
X 5 T 5 T
1 0
sinx / \ O\ /
0 -1

= =
T
i

|

a

|
aal-->
(OST= IR S
NI BE
~(3f-L

a
A

a8
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METHODE I

Résoudre dans R une équation de la forme cosx = cosa (ou
sinx = sina)

=» Voir les exos 4,8 et 17.

Etape 1. Placer sur le cercle trigonométrique le point M d’affixe a , puis,
sl existe, I'autre point du cercle ayant méme abscisse (respectivement
méme ordonnée).

Etape 2. Déduire les solutions de I’équation a Iaide des résultats suivant :

*cos(x)=cos(a)ox=a+2kn(k€Z) ou x =—a+2kn(k€Z)
e sin(x) =sin(a) ox=a+2kn(k€Z) ou x=n—a+2kn(k€”Z).

EXERCICE RESOLU

-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

Résoudre R dans I’équation sinx = 73 .
CORRIGE - N T
Etape 1. sin(g) =7 Plagons M<§>

L’autre point du cercle ayant pour ordonnée
% est le point N(Z?n) .

3

Etape 2. sin (x) = EX

ox = §+2kn(kel) ou xzz?nJern(kEZ)

METHODE Bl

Trouver cos(a) connaissant sin(a) (ou inversement)

=» Voir les exos 5, 9 et 19.

Etape 1. Calculer cos*(a) a Iaide de la relation : cos*(a) + sin®(a) = 1.
Etape 2. Déduire, de I'intervalle auquel appartient a, le signe de cos(a).

EXERCICE RESOLU

Soit b un réel vérifiant sin(b) = 0,8, et tel que b € [g ; n] .
Déterminer la valeur de cos(b).

CORRIGE
Etape 1. Calculons cos*(b) :
cos?(b) + sin*(b) = 1 © cos¥(b) + 0,82 = 1 & cos?(b) = 0,36.

Etape 2. Comme b € [g ; n] , on sait que cos(b) est négatif.

Par conséquent, cos(b) = —0,6.
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TESTER SES CONNAISSANCES

IEB Arc DE CERCLE ET RADIAN | % | & 5 min| > p. 212 |

La courbe ci-dessous est composée de trois b P
arcs de cercle AB , BC et 6—]\), de rayons \IZ

respectifs MA = 3, NB = 4 et PC = 2, C
, . T W T
et d’angles respectifs — , — et —.
4 2 3

Sans calculatrice, calculer la longueur exacte

de cette courbe. (NT, B M
A

ﬂ POINTS D'AFFIXES DONNES | * | & 15 min | » p. 212 |

a. Dans un repére orthonormal (O ; I, J), placer sur le cercle trigonométrique

le point A d’affixe g, le point B d’affixe —%, le point C d’affixe 2% et le

point D d’affixe 7?“ .

. , 3ln 24n 6m . .
b. Parmi les réels 3 5 et 5 lesquels correspondent au méme point

du cercle trigonométrique ?

l/:] Deux réels ont le méme point image si leur différence est un multiple entier de 27.
Voir le cours |. 2.

c. A partir des points I et A, construire sur le cercle trigonométrique le point

P d’affixe L .
12

[E} LecTURE DE sINUS ET cosINus | % | & 10 min | > . 212 |

Déterminer les valeurs exactes des cosinus et sinus suivants :

. [—4m Sm . . (5w
a. s1n(—>, cos(—), sin(-m) , sm(—).
3 6 6

<5n) . (—1771;) ) (2971;)
b. cos| — |, sin , SIn .
4 3 6

lﬁ) S'appuyer sur le tableau et les points remarquables du cercle trigonométrique
donnés au Il. 3.

Fonctions trigonométriques
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EXOS & SUJETS

EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES | % | & 30 min | > . 213 |

1. Par lecture sur le cercle trigonométrique, déterminer les réels ¢ de I'inter-
valle ] -7 7] tels que :

a. costzﬁ b. sint=—l c. costz—ﬂ d. sin(t)zsin(”—TC).
2 2 2 5
2. Déterminer tous les réels ¢ tels que :
a. cos(z) = cosE b.cost = 1 c.sin ¢t = £ d.sin t = -1
8 2 2

l{b Voir la méthode 1.
IE} LieN ENTRE COS(a) ET SIN(q) | % | & 10 min | > p. 214 |
a. Soit a un réel tel que cos(a) = %
Déterminer la valeur de sin(a), sachant que ¢ €[0; xt].
l{b Voir la méthode 2.

. g b . 4
b. Soit b un réel vérifiant : b € ] -T;— E] et sin(h) = -3
Déterminer la valeur exacte de cos(b).
¢. On donne :

: (771:) 2+4/3
sin| — | = ———.
12 2
Tr

Calculer la valeur exacte de cos o)

LIEN AVEC LA TRIGONOMETRIE

DU TRIANGLE RECTANGLE | %% | & 10 min | » p. 214 |

1. ABC est un triangle rectangle en C avec AB =2+/3 et BC =3 . -
Sans calculatrice, déterminer la mesure exacte, en degrés, de ’angle ABC

lf] Se rappeler que 3 = J3 x4/3.

2. Soit MNP un triangle rectangle isocele en P. On pose MN = x.
a. Exprimer en fonction de x la longueur des cotés MP et PN.
b. En déduire le périmetre P(x) et I'aire «(x) du triangle MNP.
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S’'ENTRAINER

RESOLUTION D'EQUATIONS | *% | & 20 min | > . 215 |

1. Résoudre dans R les équations suivantes :
a. 2cos’(1)— cos(t)—1=0.

l{b Poser X = cost.

b. [2 sin(t) — 1] [2 sin(t) + 2| = 0.
2. A ’aide du cercle trigonométrique, résoudre dans ]—m; ] les inéquations
suivantes :

V3

a. cos(t) = —— b. sin(7) <0 c. 1 < cost<—2
2 2 2

T

VALEURS EXACTES DE COS E ET SIN
3 3 | & 10 min | » p. 216 |

Soit A le point du cercle trigonométrique d’affixe g .

On appelle H et K les projetés orthogonaux du
point A sur les axes de coordonnées.

a. Calculer la mesure, en degrés, de I'angle
I0A.

b. Quelle est Ia nature du triangle IOA ?

c. Justifier que H est le milieu du segment [OI].

M()

En déduire la valeur de cosg .

d. Calculer la longueur AH.

En déduire la valeur de sing .

KN EQUATIONS AVEC ANGLES ASSOCIES | *%% | & 20 min | > . 216 |

Résoudre dans R les équations suivantes, d’inconnue ¢ :

V3

. . 1 .
a. sin(mw+1¢)= 5 b. sin(-¢) = ) c. 2sin(m—1)+1=0
l/:] Voir les propriétés des angles associés dans le cours.

d. cos2)=1 e sin(2r) = sing.

Fonctions trigonométriques
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EXOS & SUJETS

ANGLE INSCRIT ET ANGLE AU CENTRE | % | & 10 min | » p, 217 |

Le cercle représenté ci-contre a pour centre
O et pour rayon 10.

—= _ T .
Sachant que EFG = 3 radians, calculer la | F

longueur de I’arc EG.

lﬁ Sur un cercle, l'angle au centre qui inter-

cepte un petit arc ,@ est le double de tout

angle inscrit qui intercepte le méme arc. G

FONCTION X — COS(ax + b) | %%k | & 30 min | > p. 217 |

Soit f1a fonction définie sur R par :
f(x)= cos(x + g)

1. Calculer £(0) et f(%)

2. Démontrer que pour tout réel x, f(x+2n)= f(x).

Qu’en déduit-on pour la courbe représentative de la fonction f ?

3. Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O 7, /) ; on note ¢, lacourbe
représentative de f et <6g celle de la fonction g : x — cos(x).

a. Soit x un réel, on considére les points :

M(x; f(x)) et N<x+§;cos<x+§>).

Vérifier N € <€g puis calculer les coordonnées du vecteur NM .
b. En deduire que €, est I'image de 6, par une translation de vecteur u dont
on précisera les coordonnées.

lf] Rappel : un point M’ est l'image d’'un point M par la translation de vecteur u si, et
seulement si, MM’ =u .

4. Représenter graphiquement la courbe de la fonction f.

ALGORITHME | * | & 20 min | » p. 218 |

a. Soit n un entier naturel. La division euclidienne de n par 4 s’écrit :

n=4xqg+r,avec 0 <r=<3.

Montrer qu’alors sin ( ’12—“ ) = sin < % ) .

b. Calculer sin(%) pour chacune des valeurs de r possibles.
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c. Appliquer I'algorithme ci-dessous pour n = 184, n = 227 puis n = 501.

Variables : n est un entier naturel
r est un entier naturel
s est un réel

Initialisation : Saisir n

Traitement: «reste de la division euclidiennedenpar4» — r
Sir=1alors1—s
Etsir=3alors-1—>s
Sinon0—s

Sortie : Afficher texte : « la valeur de sin<ﬂ> est:»
Afficher variable : s 2

d. Traduire en langage Python cet algorithme.
e. Le tester sur les valeurs de n de la question c., puis déterminer la valeur

de sin<_315n> .

PREPARER UN CONTROLE

QCM | % | & 10 min | » p. 219 |
Dans le plan muni du repére orthonormal direct N

T F : ; J N
(O;1;]), on considére le cercle trigonomé- C
trique.
1. Le point B a pour affixe : |

- n
a. —3n b. — c. —ﬁ d. 5—n 0

4 6 2 6
2. Le point A a pour affixe : B

_ — A

a. kid b. —2n c. —3n d. —E.

5 5 5 5

3. Le triangle OIC est :
a. équilatéral b. isocele non équilatéral c. isocele rectangle
d. quelconque.

PROBLEME | ** | & 40 min | > p. 220 |

Le plan est muni du repére orthonormal direct (O;1;J).

1. M désigne un point du cercle trigonométrique d’affixe ¢, avec ¢ € [0 ; —{ ,
et M’ le symétrique de M par rapport a I’axe (OJ). 2
On veut exprimer, en fonction de ¢, 'aire S(¢) du triangle JMM” .

a. Faire une figure.

b. Quelle est la nature du triangle JMM” ? Justifier.
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c¢. Déterminer les coordonnées des points M’ et du milieu H de [MM].
d. Exprimer en fonction de ¢ la distance MM’ et la distance JH.
e. Etablir alors que, pour tout 7 € ]0 ; g[, A1) = cos(t)x (1— sin(z)).

f. Calculer &a(ﬁ), &d<£> et &Q(E).

6 4 3
2. On considere maintenant le point M du cercle trigonométrique d’affixe
t= —g , et M’ son symétrique par rapport a I’axe (OJ).

a. Faire une figure.
b. Calculer 'aire du triangle isocéle JIMM".
c. Vérifier qu’elle est encore égale a cos(z) X (1— sin(z)).

ALLER PLUS LOIN

FE] TENSION U(T) EN FONCTIONDE T | % %% | & 40 min | » ». 022100 |

1. Une tension U (en Volts) aux bornes d’un générateur s’exprime en fonction
1

du temps ¢ (en secondes) par U(z) = 10 x cos(Et - %) )

a. Calculer U(0) et U(4 ).

b. Si ¢ décrit I'intervalle [O ; g] , entre quelles valeurs varie T = % t— g ?

En déduire le sens de variation U sur [0 ; g] .

l/:] Utiliser les variations de la fonction cos.

c. De méme, a I'aide les variations de la fonction cos, compléter le tableau
suivant :

T
Variable ¢ 0 5 - 4t

Variable T = l t— I
2 4

Variations de U

2. La courbe page suivante a été obtenue a ’aide d’un oscilloscope.

Elle représente une tension U en fonction du temps ¢, liés par une relation de
laforme U(r)=U _ xcos(wz+@),ouU ., wet@sontdesconstantes réelles,
avec @ €[0;r].

max’
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—_

AAAAN,
EVRTAVATAVAY

a. Lire graphiquement la valeur de U _ .
b. Déterminer graphiquement la plus petite période T de la fonction U.

—

lf] On pourra compter le nombre de périodes sur [0;2m] .

Lo 2, .
c. A I'aide de la formule o = T déterminer la valeur exacte de .

d. En admettant que U(0) =1, déterminer la valeur exacte de ¢.
e. Donner I'expression de U(¢) en fonction de ¢.

VALEURS EXACTES DE cos(%)

] e1pe SIN(£>
8 | %% | & 30 min | > p. 222 |

Dans le plan muni du repére orthonormal (O;1;J), on note A le point du
cercle trigonométrique d’affixe % et B le milieu du segment [AI].

Faire une figure a compléter au fur et a mesure.
a. Déterminer, en justifiant, la mesure en radians de I’angle [OB.
b. Déterminer les coordonnées du point du point B, puis la valeur exacte de
la distance OB .
2

Soit C le point défini par OC = ———0B.
V2442

c. Démontrer que C est l'intersection de la demi-droite [OB) et du cercle
trigonométrique.

1) i AB = kD, alors AB = || xCD.

d. Déterminer les coordonnées de C.

l{b Pour simplifier 'expression de l'ordonnée y,, on montrera que :
2 ax-2
2242 2x+2

L T . T
e. En déduire les valeurs exactes de cosg et de s1n§.
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E®d cercLE ET ELLIPSE | %% | & 35 min | > . 223 |

Un systéme articulé est composé de deux tiges [OM] et [MN] de méme lon-
gueur égale a 1 telles que :

—le point O est fixe,

—le point M se déplace sur le cercle de centre O et de rayon 1,

— le point N reste sur un rail confondu avec ’axe des abscisses.

On appelle P le milieu du segment [MN].

On s’intéresse a la trajectoire du point P, lorsque M parcourt le cercle.

M

Le plan est muni du repére (O ; I, J), et orienté dans le sens direct.
On note ¢ I'affixe du point M qui est dans l'intervalle |- ; 7t ].

1. Exprimer, en fonction de ¢, les coordonnées du point M.

2. Soit H le pied de la hauteur issue de M dans le triangle OMN.
a. Démontrer que H est le milieu du segment [ON].

b. En déduire les coordonnées du point N, en fonction de z.

3. Etablir alors que le milieu P de [MN] a pour coordonnées :

(%cos(t) ; %sin(t)) .

4. Compléter le tableau suivant :

e L
Affixe du point M t 0 5 c — =

Abscisse de M(7) cos t

Abscisse de P(7) % cos ¢

Ordonnée de M(7) sin ¢

Ordonnée de P(7) % sin ¢
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5. On a tracé dans le repére ci-dessous la trajectoire du point P ; c’est une ellipse.

T 3n
Placer avec précision sur le graphique les points P(0), P <5> ,P (g) ,P (T)
T
o(-%)
et 3
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[El ARC DE CERCLE ET RADIAN

La longueur d’un arc de cercle s’obtient en multipliant le rayon par la mesure en
radians de I’angle au centre qui 'intercepte.

AB = MAx AMB =3x & = 3T .
4 4
@:4x§=2net6?):2x§.

La longueur de la courbe vaut donc %Tn +2 1+ 2n = hild

3 12 °

[EA POINTS D'AFFIXES DONNES
a.

Iﬁ Voir le paragraphe II.3. du cours : Points remarquables du cercle trigonométrique.

b. 24?“ = <— 31?7[) = sn =1ln= 2nx35,5,donc _3im et 24TTC n’ont pas le méme
point image.
24m (_6_1t> = 30m =6m =3x%2n,donc 24n et _6n ont le méme point image.
5 5 5 5
. o — T
J c. Le point A a pour affixe r donc IOA = i
Ny (radian). Sa bissectrice partage donc ’angle [0A
A en deux angles de mesure I
0,5 Or, le triangle IOA étant isocele en O, sa bissec-
Q\P trice est confondue avec sa médiane. On construit
donc le milieu Q de [IA] puis le point P, intersec-
0 I tion de la demi-droite [OQ) et du cercle trigono-
métrique.

[E} LECTURE DE SINUS ET COSINUS

4 4t 6 21 . [ 4m _(2m)\ V3
a.°*——+2n=——+—=—,donc sin|-—| = sin = —
3 3 3 3 3

St NG . . S5n 1
°ecos|—|=— esin(-n)=0 °sin|—|=——
6 2 6 2
b. ¢ 5—Tc—2n = —3—n,donc cos(s—n) = cos(—3—n) = —ﬁ.
4 4 4 2
17w l1w lln Sw
¢ —— 42k =——-<-N ; ——+2N=——"<-T;
3 3 3 3
—5—n+2n:£E]—n;n]. Donc sin(—”—n):sin<£>:£.
3 3 3 3 2
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17w Sm
= ZZE—ZTE:”TTC>T[ ;T—Zn:?E]—n;n].
Donc sin(29—n) = sin(S—Tc = l
6 6 2

EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

1 V3 T T
LA, COSI=— S == out=——.
2 6 6

lf] Voir la méthode 1.

b. sins = 1 T S5n
.Sinf=——S t=——out=——.
2 6 6
3rn 3r
c.cCoSt=——S t=—out=——.
2 4 4

. (1 .
d. mn(ﬂ):sm(—3—n) car 17—n—47c=—3—n€]—n;n] donc:
S 5 5 5
. . (1715) . . ( 31‘C)
sint = sin| — | & sint = sin|——
5 5
<:>t=—3?n+2k1t(kEZ) ou
3n
t=n—(—?)+2k7c(k€Z)etz€]fn;n]

3n 27
St=—"—"out=—-—
5 5

car 8—“—2n=—2—ne]—n;n].
5 5

2. a. cos(r) = cos ~ < t=g+2kn(kEZ) ou t=—%+2kn(k€Z).

8

1 T
b. cost == & cost = cos—
2 3

<:>t=g+2kn(kEZ) ou t:—§+2kn(kEZ).

. 2 . . T
C. SInf = — & sIinf = s;n—
2 4

(:)t:§+2kn(k€Z) ou t:%"ukn(keZ).

d. sint = -1 t=—§+2kn(kEZ).
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B} L1EN ENTRE COS(a) ET SIN(a)

2
a. cos’a + sin’a = 1 soit (é) +sin’a = 1, d’ou sin’a = l—é = &
7 49 49
. 24 26 24 26

sina=,—=——ousing=—,/— =———.

49 7 49 7
Comme a €[0;x], sina >0 etdonc sina = ZT

4 2
b. cos’h +sin’h =1 soit c0s2b+(—g) =1,
D’ou cos’h =1-— 9 = =L et donc cosb = E ou cosh = —é.
25 25 5 5
T ) . 3

Comme b € }—n;—z}, cosb<0,dou: cosh = 3
c cosz(7—n)+sin2(7—n) =1dou

12 12

2(77:) 2+3
cos™ (— |+ =1;
12 4
cos2(7—n)= 2_\/§(>0).
12 4

Tn N2-3 Tn_ N2-43
D’ou cos— = ——— ou cos -

12 2 12 2

n _n n n 2-3
Comme — € |—;m , cos|—| <0 et cos ="

12 2 12 12 2

ﬂ LIEN AVEC LA TRIGONOMETRIE DU TRIANGLE RECTANGLE
1. ABC a pour hypoténuse le coté [AB].

cosABC = coté adrjacent _ BC
hypoténuse AB
3 ix3 B
2B 2B 2
donc ABC = —(radians) =30°.
2. a. MNP étant rectangle isocele en P, NMP = Z = MNP.
cosNMP = MP et cosNMP = cos(E) = Q donc £ = MP
MN 4 2 2 X

On a donc: NP =MP = %

b. P(x) = MN+MP+NP-x+2><T‘/—= x(1++2).

MPxNP_lX<xx/§>2_x2
— =% =

2 2 4

A(x) = y
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RESOLUTION D’EQUATIONS
12X =X —1=0; A=(-1 —4x2x(-1)=9.
1-3 1 1+3

X=——=—-—ouX=—-=1.
4 2 4

\ 1
D’ou 2cos’t — cost—1=0 < cost = 5 ou cost =1

21
& cost = cos? ou cost = cos0

<:>t=2?n+2kn ou t=—2?n+2k1t ou t =2kn(k €7).

. 1 . -2
b. 2sint—1)2sinr++v2)=0 (:)smt:E ou sint=——

. . T . . T
&SIt = sin g ou s;mi¢ = s (—Z)

®t=%+2kn ou t:%’“+2kn ou t=—%+2kn ou t:—%"ukn(kezy

2. a.

Iy O 1
/[ 5w
m(-%)
3 (571:) [ 5Sn Sn]
COSt = ———&Ccost = cos|— | eote| —— 5 —
2 6 6 6

b. sint<0stre]-n;0].
c.

1 V2 r 2m T T 2.
——<cost<—&tE ——;——[ ]—;—}.
2 2 L 3 4 4 3

lib Pour déterminer les intervalles, parcourir le cercle trigonométrique a partir du
point I” et en tournant dans le sens positif.
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[E} VALEURS EXACTES DE cOS g ET smg

a. La mesure en radians de I’angle TOA est égale a Iaffixe du point A, d’ou
I0A = g radians = 60°.

b. Le triangle IOA est isocele en O (OI = OA = 1) avec un angle de 60° donc il est
équilatéral.

c. Le triangle IOA étant équilatéral, sa hauteur (AH) est aussi sa médiane, donc

H est le milieu du segment [OI].

1
Donc cosE =X, ==
3 2
d. Dans le triangle OAH rectangle en H, le théoréme de Pythagore donne :
OH? + AH? = OA?,

L1V 2 o 2 1 3
soit |[—| +AH =1";AH =1-—=—;
2 4 4
AH:,/ézﬁ car AH=0.
4 2
Onadonc:sinzzﬁ.
3 2

[E) EQUATIONS AVEC ANGLES ASSOCIES
NG

. 3 .
a.sin(w+¢)=—— & —sint=———
2 2
. V3
<:>smz:7

9 . T
=l smg

<:>t=§+2kn ou t=%"+2kn(keZ).

b. sin(—t):l v(::»—sint:l
2 2
. |
Ssint=——
<:>sint=sin(—%)<:>t=—%+2kn ou @z=%"+2kn(ke2)
<:>tz—%+2kn ou t = - 4 Un(k €2).

c. V2sin(n—1)+1=0 osin(n—1)=—

ﬁﬁ‘_‘ a

. 1
osint=—-——==-

2

. . T
&SIt = s1n(——)
4

9]

<:>t=—§+2kn ou t=—%"+2kn(kezy
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d. cos(2t) =1 < cos(2t) = cos(0)
&2t =0+2kn(k€Z) ou 2t =-0+2kn(k €EZ)
S2t=0+2kn(k €7)
ot=kn(k€Z)
St=0+2kn(k€”Z) out =n+2kn(kE€Z).

e. sin(2f) = sin(g)cﬂt - §+2kn(kEZ) ou 2t = n—§+2kn(k €7).
@t=%+kn(k62) ou t:§+kn(k€Z)

@z:%+2knouz=%+n+2knouz=§+2kn(k62)out=§+n+2kn(kezy

ot=" 4 2m on t=—-"F + 2km ou t =X+ 2km ou £ = —2F + 2Un (kEZ)
6 6 3 3

mANGLE INSCRIT ET ANGLE AU CENTRE

EOG et EFG interceptent le méme petit arc EG , donc EOG = 2?75

Dot EG = 10x 2?“ = 4m.

If] Voir le cours I.2.

¥ FoncTION X — cos(AX + B)

1. f(0)= cos(0+§)= cosg = %;f

T T T T
—) = cos(— + —) = cos(—) =0.
6 6 3 2

[++3)
= Cos|x + —
3

2. Soit xER.

f(x+2n)=cos(x+2n+§

car la fonction cosinus est 2r-périodique.
Donc, pour tout x €[0;+e[, f(x+2m)= f(x).

La fonction f est périodique de période 27 et sa courbe est invariante par trans-
lation de vecteur 2mi .

3. a. Soit x un réel :
T
Iy = cos(x + E) &y = cos(xy)
Sy = g(xy) <:>NEC6g.

De plus, y,, = f(x) = cos(x + g) =)y -

——fx, - X S G
NM( Moon ), c’est-a-dire NM| ~ 3 |.
yM - yN 0
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b. En posant w=-17 ,ona NM = u ;cela signifie que M est I'image de N par

la translation de vecteur u et donc la courbe % - est I'image de ‘Gg par la transla-

T
tion de vecteur u<_§ > .

0
4. Sur le graphique suivant, on a tracé 6 , en gras et (Gg en pointillés :

¥ ALGORITHME
a. sin(ﬂ) = sin<w> = sin(an + rﬁ) = sin(ﬂ) car la fonction sinus est
2 2 2 2
2n-périodique.
b.Sir=0, Sin(ﬂ) =sin(0)=0 ;sir=1, sin(m) = sin(E) =1 g
2 2 2

=Il.

sir=2, sin(E) =sin(m)=0 ;sir=3, sin(ﬂ) = sin(—E)
2 2 2

C.

Variables : n est un entier naturel
r est un entier naturel
s est un réel

Initialisation : Saisir n

Traitement: «reste de la division euclidiennedenpar4» — r
Sir=1alors1—>s
Etsir=3alors-1—>s
Sinon 0 —s

Sortie : Afficher texte : « la valeur de sin(ﬂ) est:»
Afficher variable : s 2

°Pourn=184,ona: 184 =4*46+0 doncr=0¢ets=0.
°*Pourn=227,ona:227 =4*56+3 doncr=3ets=-1I.
°* Pourn =502, ona:501 =4*125+1doncr=1ets=1.
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d.

def sinus_multiple_pi_sur_2(n) :

reste=n%4

if reste==0 or reste==2 :
sinus=0

elif reste==1 :
sinus=1

else:
sinus=-1

return sinus

# Test de la fonction pour n allant de 0 a 4
for n in range(5) :
print('la valeur de sinus', n, 'fois pi/2 est', sinus_multiple_pi_sur_2(n))

# Test de la fonction pour n=184
for nin [184 ; 227 ; 501]:
print('la valeur de sinus', n, 'fois pi/2 est', sinus_multiple_pi_sur_2(n))

Console Python
la valeur de sinus 0  fois pi/2 est
la valeur de sinus 1  fois pi/2 est
la valeur de sinus 2  fois pi/2 est
la valeur de sinus 3 fois pi/2 est -1
la valeur de sinus 4  fois pi/2 est 0
la valeur de sinus 184 fois pi/2 est 0
la valeur de sinus 227 fois pi/2 est -1
la valeur de sinus 501 fois pi/2 est 1

o = O

. (—315n) . (315n)
e.sin =—sin .
. (3157
Le programme Python donne pour # = 315 la valeur —1, donc sin =1.
13"
1. Réponse b.
Vg = —% et x, <0, donc B(—%ﬁ).
De plus, —5—Tc+2n=—5—n+12—n=7—n.
6 6 6 6
2. Réponse b.
1 .
0<x, < o donc A a une affixe dans I'intervalle ]—g J— g[
i 21 3n T T B R
Comparons les réels - ; - ; — avec =5 et = en les mettant au méme

dénominateur : 2x5x 3.
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2n _-12n  3m_-18n = m _ 6n‘ n_ I5m n_ 10¢m

530 ° 5 30 0 5 30 2 30 T3 300
T

27 . T
Seul —— est compris entre —— et ——.
5 2 3

3. Réponse a.
OIC est isocele en O car OI = OC =1.

De plus, 10C = %, d'ois OIC = 0CT = o(n- %) =%
3 2 3/ 3
Le triangle OIC est donc équilatéral.
PROBLEME
1. a.
N

b. J étant situé sur ’axe des ordonnées, qui est la médiatrice de [MM’], on sait
que J est équidistant des points M et M’. JMM’ est isocéle en J.
c. M(cos(?);sin(t)), M’(—cos(?);sin(z)) et :
H< cos(?) + (—cos()) sin(z) + sin(r) )
2 ’ 2 )

Soit H(0;sin(7)).

d. MM’ = (x,, — X,,)* + (0, = yy)* = V(=2c0s1)> +0° = \J4cos*(r)
Comme ¢ € ]0 ; g{, cos(z) >0 donc MM’ = 2cos(t).

Les points O, H, J étant alignés dans cet ordre, JH = OJ — OH =1 —sin(z) .
M’ xJH  2xcos(t)x(1-sin(1))
2 2

g T M
e. SontE[O, : [ () =
A(t) = cos(t) x (1 —sin(r))

- ol 222
-l - 2)- 22
-l -] 3 ) 252
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2.2 <
J
1
Vo N
H
’ T
M \/M<6)
b. L’aire du triangle JIMM’ est JH X MM avec M(ﬁ,—l> et
M’(—ﬁ;—l) et H(O;—l).
2 2 2
On a donc :
TH=1+122 o MM':2><£:«/§.
2 2 2
33

Donc laire de JMM’ vaut D

c. cos(—% X <1 - sin(—%)) = ? X (1 + %) = ¥

I TENSION U(T) EN FONCTION DE T

—£)=10><£=5J§.
4 2

La fonction cosinus étant 2  -périodique,
U@4r) =10 x cos(27t - %) =10 x cos(—%)

1.a. U(0) =10 X cos

=10><g=5ﬁ.
b.Ona:
OstsE@OsltsE
2 2 4
@—Eslt—ﬂso
4 2 4
o-T<T<0
4

Donc, lorsque 7 varie de 0 a ; , T varie de —% ao.

. . . i .
Puisque la fonction cos est croissante sur [— 7 ; O] , alors la fonction

1 e , . T
U: ¢t~ cos El = Z est également croissante sur |0 ; 5 .
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c. Pour compléter le tableau, on a utilisé :
. . . ! i
* La fonction cos est croissante sur les intervalles [— o ; 0] et [n ; T] .

¢ La fonction cos est décroissante sur [0 ; 7] .

Variable ¢

Variable T = % i~ X

4

Variations de U

2.0 =2.

ax

b. Sur [0;2mr] il y a 4 périodes, donc T = %Tn = g .

La courbe est invariable par translation de vecteur g? et la fonction U est
périodique de période g .
o= 2n =2m X 2 =4.
E 4
2
d. U(0)=U,_  Xxcos(wf+¢)=2cos(4x0+¢)=2cose et U(0)=1, donc
. 1 .
2cose =1, soit cosp = —. Comme ¢ €[0; «t], forcément ¢ = E.

e. Pour tout 7= 0, U(f) = 2cos(4t + g)

FldvALEURS EXACTES DE cos(g) ET DE sm(%)

+ | a. Le triangle OIA étant isocele en O(OI = OA =1),
A\ sa médiane (OB) est confondue avec la bissectrice

C de I’angle IOA..

1 Donc, comme IOA=£, IOB=£.
J 4 8
1+ 32 5.2
200 ) a2
4
242 (V2 [4+4v2+2 2 8+42
* OB = +— = T £
4 4 16 16 4
OB:#,soitOB:%ﬁ.
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2

c.» OC = kOB avec k = ——=——>0. Donc C appartient a [OB).
V2442
2 2 V2442
*OC=————=x0B= X =1,
V2442 V242 2

donc C appartient au cercle de centre O et de rayon 1.
d. Les coordonnées de C sont égales a celles du vecteur OC.

—_—

OC=—-_0B a pour coordonnées :
2+2
( 2 242 2 JE)
X ; x— .
V242 4 iz 4
, (V22 V2
D’ou C 2 .
2 22+ V2

lf] Pour améliorer l'écriture de y., multiplions numérateur et dénominateur par le

conjuqué de \2++/2 , c'est-a-dire par \/2—\/5 .
_2xV2-V2  Vax2-v2 2-\2

y = = =
©axr-(ay  2xV2 2
e. C est le point du cercle trigonométrique d’affixe g , donc C(cosE ; sing) .
On déduit du d. que :
n 2+2 (n) 2-\2
cos|—|=—— et sin[—|=——.
8 2 2

CERCLE ET ELLIPSE
1. M(cost ; sin?).

2.a. OM = MN, donc le triangle OMN est isocele en M, donc sa hauteur issue de
M, (MH), est confondue avec sa médiane, donc H est le milieu du segment [ON].
b. O(0 ; 0) et H(cos 7 ; 0), de plus H est le milieu de [ON], donc N(2cos ¢ ; 0).

3. P( cost+2cost sinz+0

) . (3 1.
, soit P| =X cost;—sint]|.
2 2

2 2
4.
3
Affixe du point M t 0 g % Tn - g
1
Abscisse de M(7) cost 1 0 ﬁ — ﬁ —
L | 2 2 2
3 3
Abscisse de P(7) S cost 3 0 & - ﬂ =
: 2 4 4 4
1
Ordonnée de M(7) sin ¢ 0 1 - Q — £
I 2 2 2
1. 1 1 2 NE)
. Zsint I 1 N2 V3
Ordonnée de P(7) 5 sin 0 5 1 1 7
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8 Probabilités conditionnelles

Bl ARBRES PONDERES

1. Arbres et probabilités conditionnelles

DEFINITION : Soit A et B deux événements avec p(A) # 0, on appelle proba-

o - ANB
bilité conditionnelle de B sachant A le nombre p, (B) = %
4

lf] Cette égalité s'écrit également : p(ANB)=p, (B)x p(A) . -
Ainsi, en pondérant la branche reliant A a B par la probabilité de B sachant A, on
trouve la probabilité de AN B en multipliant les probabilités le long des branches.

PROPRIETE (REGLE DES NCEUDS) : La somme des probabilités rencontrées sur les
branches partant d'un méme événement est égale a 1.
Par exemple :

p,(B)+p,(B)=1.

lf] Ceci généralise la propriété p(A)+p(A)=1, et peut s'étendre au cas ol 3, 4 .., n -
branches partent d'un méme événement.

2. Formule des probabilités totales
PROPRIETE (FORMULE DES PROBABILITES TOTALES) :

La probabilité de B s’obtient en ajoutant les probabilités des branches qui
aboutissent a B. Autrement dit :

p(B)=p(ANB)+ p(A NB)= p(A)x p,(B)+ p(A)x p,(B)
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GENERALISATION :
Si A, A, .., A, forment une partition de I'univers, c’est-a-dire si
Q=A UA U..UA etles A sontdeux a deux disjoints, alors :

p(B)= p(A, N B)+ p(A, NB)+...+ p(A, NB)|

-

doncsi p(A,) # 0 pour tout i :

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(8

p(B) = p(A)x p, (B)+ p(A,)xp, (B)+...+ p(A )X p, (B)

B
 p(B)

Al\
PAS __p®— B
o T

\ B
\p<A,,> —

A /pAn(B)/ B

n\ cen

3] INDEPENDANCE

DEFINITION :
Deux événements A et B sont indépendants lorsque :

P(A N B)= p(A)x p(B).
l{b Si p(A)#0,Aet B sont indépendants si, et seulement si, p, (B) = p(B).

CONSEQUENCE :
Lors de n expériences successives indépendantes :

‘p(El NE,N..NE, )= p(E)x p(E,)x.. xp(En)\

l{b Voir les exercices 8, 12 et 15.
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& METHODES

METHODE I

Construire et exploiter un arbre pondéré

=» Voir lesexos 1a7,9a13, 15 et 16.

Etape 1. On traduit la situation avec un arbre non pondéré.

On utilise les notations éventuellement imposées par I’énoncé.

Etape 2. On détermine les probabilités issues de chaque nceud (penser &
utiliser la loi des nceuds !), puis on pondere les branches.

Etape 3. On repére la ou les branches qui ménent & 1’événement cherché.
On multiplie les probabilités rencontrées le long des branches.

On utilise si besoin la formule des probabilités totales.

Exo résolu

Dans un club de sport, 40 % des adhérents sont blonds ; parmi les adhé-
rents blonds, 20 % ont les yeux marron et parmi les autres, 50 % ont les
yeux marron.

On choisit un adhérent au hasard.

On note B I'événement : « ’adhérent choisi est blond » et M I’événement
«I’adhérent choisi a les yeux marron ».

1. Déterminer la probabilité que I’adhérent choisi ait les cheveux blonds
et les yeux marron.

2. Déterminer la probabilité que I’adhérent choisi ait les yeux marron.

CORRIGE
1. Etape 1. On classe les individus par la couleur de leurs cheveux, puis
par la couleur de leurs yeux :

Adhérents Cheveux Yeux

Etape 2. Pour le premier nceud : on calcule p(B).
Comme le choix de ’adhérent se fait au hasard, il y a équiprobabilité de
. 40
hoix, d B)=—=0,4.
ce choix, donc p(B) 100
On en déduit :

p(B)=1-p(B)=0,6.

Probabilités conditionnelles 229



Pour les nceuds de deuxieéme rang, on calcule p,(M).

Sachant que I’adhérent est blond, il aura les yeux marron avec probabilité
20
M)=—=0,2.
M=o
On en déduit p,(M)=1-0,2=0,8.
On calcule p (M).

Sachant que ’adhérent n’est pas blond, il aura les yeux marron avec pro-

-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

babilité :
50
_ (M)=—>-=0,5.
- PsxM) =150
On en déduit p,(M)=1-0,5=0,5.
Adhérents Cheveux Yeux
02— M
g—"
04— 08 S
o
\
O,S\M

lf] On aurait pu commencer par la couleur des cheveux, mais on n'aurait pas su
tirer de l'énoncé la probabilité de B sachant M.

Etape 3. 1. On cherche p(B N M).
C’est la premiere branche quiménea BN M .
On multiplie les probabilités rencontrées le long de cette branche :
p(BNM) = p(B) X py(M)
=0,4%x0,2
=0,08.

ﬁ Attention a ne pas confondre p(B N M) et p,(M).

2. On cherche p(M) .

On localise les branches qui finissent par M :

—la premiere qui correspond a BN'M

— la troisiéme qui correspond &8 BN M .

On multiplie les probabilités rencontrées le long des branches :

(M) = p(B) x p,(M) + p(B) X p_.(M)

=0,4%x0,2+0,6%x0,5
=0,38.
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METHODE Bl

Déterminer si deux événements A et B sont indépendants

=» Voir les exos 2, 10 et 14.

Etape 1. On détermine p(A), p(B) et p(A N B).

Etape 2. On calcule p(A)x p(B).

Etape 3. On compare p(A) x p(B) et p(A N B) : ’ils sont égaux, les évé-
nements A et B sont indépendants, sinon ils ne le sont pas.

lf] Il ne sagit pas de se fier a son intuition !

Exo résolu

Dans I'exemple précédent, les événements B et M sont-ils indépendants ?
CORRIGE

Etape 1. On a déja calculé p(B) = 0,4, p(M) = 0,38 et p(BN M) = 0,08.

Etape 2. On calcule p(B)x p(M) = 0,4 x 0,38
=0,152.

Etape 3. Donc p(B)x p(M) # p(BN M) :
les événements B et M ne sont pas indépendants.

l:b Comme p(B)#0, on peut aussi comparer p,(M)=0,2 et p(M)=0,38:
p, (M) # p(M), donc B et M ne sont pas indépendants.
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EXOS & SUJETS

TESTER SES CONNAISSANCES

DO YOU SPEAK ENGLISH ? | % | & 10 min | » . 241 |

Une société comprend 65 % de cadres, et parmi ceux-ci, 70 % parlent anglais.
Chez les autres employés, seuls 40 % parlent anglais.

On interroge un employé de la société au hasard.

On note C I’événement : « la personne interrogée est un cadre » et A 1’événe-
ment : « la personne interrogée parle anglais ».

a. Déterminer p(C) et p.(A).

b. Construire un arbre pondéré rendant compte de I’énoncé.

On pourra utiliser C et A, les événements contraires de C et A .

l/:] Voir la méthode 1.

c. En déduire la probabilité¢ que cet employé soit un cadre parlant anglais.

lf] Voir la méthode 1.

d. Quelle est la probabilité qu’on interroge un employé parlant anglais ?

l{b Il faut comptabiliser toutes les branches débouchant sur A.

[EA srouPEs ET RHESUS | * | & 10 min | » . 241 |

Voici la répartition des principaux groupes sanguins en France :

Groupe A | Groupe B | Groupe AB
35,0% 38,1 % 6,2 % 2,8 %
9,0 % 7,2 % 1,2% 0,5 %
On choisit une personne au hasard dans la population frangaise.

On note R* I’événement : « la personne a le rhésus + » ;

O TI'événement :« la personne est du groupe O » etc ..

On a représenté un arbre illustrant cette expérience aléatoire.

Groupe O

Rhésus +

Rhésus —

p3/2

P R+ %B
AB
O
~ A
R <B
AB

P
<,

a. Déterminer p, et p,.
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b. Donner une interprétation en langage courant de p,, puis calculer p, .
c. Quelle est la probabilité qu'une personne appartenant au groupe O soit de
rhésus positif ?

l/:] Deux méthodes sont possibles : exploiter l'arbre ou ne considérer que les per-
sonnes de groupe O parmi les N habitants de la France.

d. Les événements R* et O sont-ils indépendants ?

I{b Voir la méthode 2.

[E} 5LAcK OR WHITE ? | * | & 15 min | » p. 242

Dans une urne U, il y a quatre boules noires et six boules blanches.
Dans une urne U, , il y a trois boules noires et sept boules blanches.
Les boules sont indiscernables au toucher.
On choisit une urne au hasard, puis on tire au hasard une boule dans cette
urne. Onnote A I'événement :« on choisit U, » et N I'événement : « la boule
tirée est noire ».
a. Représenter I'épreuve par un arbre non pondéré que vous compléterez au
fur et a mesure.
b. Calculer p(A).
c. Donner une interprétation en langage courant, puis calculer p, (N) et
P (N). Pondérer I'arbre.
d. Donner une interprétation en langage courant, puis calculer :

p(NNA), p(NNA) et p(N).
e. En déduire la probabilité d’avoir choisi I'urne U, sachant qu’on a tiré une
boule noire.

I/:] En cas de difficultés revoir la méthode 1.

A 7'As DE BEAUX YEUX... | * | & 15 min | » p. 244 |

Le pot de fin d’année des professeurs rassemble 45 hommes et 55 femmes.
40 % des femmes ont les yeux bleus.

Au total, 50 professeurs ont les yeux bleus.

1. Compléter le tableau d’effectifs suivant a I’aide des données.

Non bleus

Hommes

Femmes
Total
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2. Une personne est désignée au hasard.

On note F :«la personne désignée est une femme » et

B : «la personne désignée a les yeux bleus ».

a. Calculer la probabilité des événements :

« cette personne est une femme » ;

« cette personne est une femme aux yeux bleus » ;

« cette personne est un homme aux yeux bleus. »

b. Quelle est la probabilité que cette personne ait les yeux bleus sachant que
c’est un homme ?

l{b Deux méthodes sont possibles : utiliser la formule de définition des probabilités
conditionnelles ou ne considérer que la ligne des hommes.

c. Sachant que cette personne a les yeux bleus, quelle est la probabilité que
cette personne soit une femme ?

3. Construire deux arbres pondérés pouvant correspondre a cette expérience
aléatoire.

lﬁ On peut commencer par distinguer les individus suivant leur sexe... ou suivant
la couleur de leurs yeux.

I F12B1LITE D'UN TEST | * | & 15 min | » p. 245 |

Une maladie contagieuse est en train de causer la disparition d'une espéce
animale. 50 % des animaux sont déja malades. Un laboratoire de recherche a
mis au point un test de dépistage de cette maladie :

si un animal est malade, le test est positif dans 99 % des cas ;

si un animal n’est pas malade, le test est positif dans 0,1 % des cas.

On examine un animal de cette espéce pris au hasard.

On note M I’événement :« I’animal est malade », M son événement contraire
et T I’événement : « le test est positif ».

a. Déterminer p(M), p,(T) et p(T).

l{b Il faut simplement traduire les données de ['énoncé.

b. En déduire p(T).

lf] Commencez par construire un arbre pondéré (voir la méthode 1).

c. Le laboratoire estime qu’un test est fiable si sa valeur prédictive positive,
c’est-a-dire la probabilité qu'un animal soit malade sachant que le test est
positif, est supérieure a 0,999.

Ce test est-il fiable ?
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A caLisracE | % | & 20 min | » p. 246 |

Dans un supermarché, trois producteurs « a », « b » et « ¢ » fournissent res-
pectivement 25 %, 35 % et 40 % des pommes vendues.

Certaines de ces pommes sont hors calibre, dans les proportions suivantes :

5 % pour le producteur « a », 4 % pour le producteur « b » et 1 % pour le pro-
ducteur « ¢ ».

On prend une pomme au hasard et on définit les événements suivants :

A : « La pomme vient du producteur « a » » ; B : « La pomme vient du pro-
ducteur « b» » ; C: « La pomme vient du producteur « ¢ » » ; D : « La pomme
est hors calibre. »

Les résultats seront donnés a 10~ pres.

a. Traduire les données de I’énoncé en utilisant les notations des probabilités
et construire un arbre pondéré illustrant la situation.

l{b Pour la construction de l'arbre pondéré, voir la méthode 1.

b. Calculer p(D).

c. Quelle est la probabilité qu'une pomme vienne du producteur « a » sachant
qu’elle est hors calibre ?

d. Calculer la probabilité qu'une pomme vienne du producteur « ¢ » sachant
qu’elle n’est pas hors calibre.

S'ENTRAINER

A r1rAGES AVEC REMISE | %% | & 10 min | » p. 247 |

Une urne contient trois boules vertes, deux jaunes et une rouge, indiscernables
au toucher. On tire successivement, et avec remise, deux boules de cette urne.
Déterminer la probabilité de ’événement M : « obtenir deux boules de la
méme couleur. »

[EY NAIssANCES INDEPENDANTES | ** | & 15 min | » p. 247 |

Dans une maternité, on observe n naissances, n entier strictement positif.
On admet que dans cette maternité la probabilité qu’un nouveau né soit une
fille est de 0,49. Les naissances sont supposées indépendantes.

On veut déterminer le nombre minimal de naissances nécessaires pour que la
probabilité qu’il naisse au moins une fille dépasse 0,95.

a. Démontrer que la question revient a déterminer la plus petite valeur de

Ientier n>0 pour laquelle :
1-0,51">0,95.

l{b Penser a [événement contraire.
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b. Ecrire un script en Python pour trouver cette valeur de 7.

lf] Il s'agit d'écrire un algorithme qui s'arréte dés qu’une condition est réalisée... donc
il doit continuer Tant que...

B} i nece | *% [ & 15 min | » p. 248 |

En hiver, Monsieur Prudent sort de chez lui chaussé de bottes 8 fois sur 10.
Il les met systématiquement lorsqu’il neige, et une fois sur trois lorsqu’il ne
neige pas. On vient de croiser Monsieur Prudent avec ses bottes.

Quelle est la probabilité qu’il ne neige pas ?

l{b On note p la probabilité qu'il neige un jour d'hiver.
Représenter la situation a l'aide d'un arbre pondéré afin d'obtenir une équation

d’inconnue p.
Résoudre cette équation, puis traduire la question a l'aide des probabilités condi-
tionnelles.

E0) coNTROLE DE QUALITE | k% | & 40 min | » p. 249 |

Pour fabriquer un appareil on utilise successivement et dans cet ordre deux
machines M, et M, . La machine M, peut provoquer deux défauts d, et d,.
Un relevé statistique permet d’estimer que :

* 4 % des appareils présentent le défaut d , et lui seul ;

* 2% des appareils présentent le défaut 4, , et lui seul ;

* 1% des appareils présentent a la fois les défauts d, et d,.

1. On preéleve au hasard un appareil a la sortie de M, .

On note A I’événement : « I'appareil présente le défaut d, »

et B I’événement : « 'appareil présente le défaut d, ».

a. Calculer les probabilités des événements A et B notées respectivement
P(A) et p(B).

Les événements A et B sont-ils indépendants ?

l{b Voir la méthode 2.

b. Quelle est la probabilit¢ pour que I'appareil présente le défaut d; sachant
qu’il présente le défaut d, ?

c. Soit D T’événement : « 'appareil présente au moins un défaut ».

Montrer que la probabilité de I’événement D est égale a 0,07.

d. Quelle est la probabilité pour que I’appareil ne présente aucun défaut ?

2. A la sortie de la machine M, , les appareils en cours de fabrication passent par
la machine M, qui peut provoquer un défaut d, dans les conditions suivantes :
* 60 % des appareils ayant au moins un défaut en sortant de M, présentent le
défaut d, ;
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* 3% des appareils sans défaut a la sortie de M| présentent le défaut d,.

On préléve au hasard un appareil apres les passages successifs dans les ma-
chines M, et M.,.

On ne s’intéresse ici qu’aux événements C : « I'appareil présente le défaut
d, » et D : «T'appareil présente au moins un défaut en sortant de M, ».

a. Traduire les informations précédentes a I’aide d’un arbre pondéré.

If] On a déja étudié D a la question 1.

b. Quelle est la probabilité que I’on fabrique un appareil sans aucun défaut ?

PREPARER UN CONTROLE

UN DE, DEUX URNES | ** | & 20 min | » . 250 |

Une urne U contient trois boules noires et une blanche, une urne V deux
boules noires et deux blanches.

Toutes ces boules sont indiscernables au toucher.

On lance un dé régulier a six faces et si on obtient 1, on tire une boule au ha-
sard dans U, sinon on tire une boule au hasard dans V.

a. Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche ?

lﬁ On pourra introduire les événements A : « lurne choisie est U » et B : « la boule
choisie est blanche » puis construire un arbre pondéré.

b. On a tiré une boule blanche.
Quelle est la probabilité que le dé ait donné¢ un 1 ?

SURDRISE! | %% | ©& 20 min | » P. 251 |

Un fan de la série « Mégablaster » collectionne les images de ses héros préfé-
rés. Chaque semaine, il achéte une pochette surprise contenant une image.
Les images vendues chaque semaine sont indépendantes les unes des autres et
représentent Destructor 1 fois sur 5, Protector 1 fois sur 2 et un autre
super-héros dans le reste des cas.

Au bout de trois semaines, quelle est la probabilité des événements :

a. M : «il a eu exactement deux images de Destructor » ?

b. N : «il a eu I'image de Destructor avant celle de Protector » ?

c. U : «il n’a jamais eu I'image de Destructor » ?
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KE] A BrcYcLETTE | %% [ & 15 min | » . 252 |

Pour se rendre au lycée, Axelle utilise le vélo ou le bus.

Lorsque la journée est ensoleillée, Axelle se rend au lycée en vélo 8 fois sur 10.
Lorsque la journée n’est pas ensoleillée, Axelle se rend au lycée en vélo 5 fois
sur 10. La probabilité qu’une journée soit ensoleillée, dans la ville ou habite
Axelle, est notée p.

Pour une journée donnée, on note :

* E I’événement : « La journée est ensoleillée »;

* V I’événement : « Axelle se rend au lycée en vélo ».

1. Déterminer les valeurs de p, (V) etde p (V).

2. Construire I’arbre pondéré représentant la situation.

l{b On a rencontré cette situation a l'exercice 9.

3. Montrer que la probabilit¢ que Axelle se rend au lycée en vélo lors d’une
journée donnée est p(V)=0,3p+0,5.

4. On constate que dans 68 % des cas, c’est en vélo que Axelle s’est rendue au
lycée.

a. Calculer la valeur de p.

b. Sachant que Axelle a utilisé son vélo pour se rendre au lycée, montrer que

- . . . 12
la probabilité que la journée soit ensoleillée est 7

ALLER PLUS LOIN

DE TRUQUE | *%% [ & 30 min | » . 252 |

On dispose d’un dé a 6 faces. On désigne par p, (k entier compris entre 1 et
6) la probabilité d’obtenir, lors d’un lancer, la face numérotée k .

Ce dé est pipé de sorte que :

* les faces ne sont pas équiprobables ;

* les nombres p, p,, p,, p,, ps. p, dans cet ordre sont six termes consécutifs
d’une suite arithmétique ;

* les nombres p,,p,,p, dans cet ordre sont trois termes consécutifs d’une
suite géométrique.

. k . .
1. Démontrer que p, = 1 pour tout entier & compris entre 1 et 6.
lib Pour diminuer le nombre d'inconnues, on essayera d'abord d’exprimer les p, uni-

quement a l'aide de p, et de la raison r de la suite arithmétique, puis on trouvera
un lien entre r et la raison g de la suite géométrique.
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2. On lance ce dé une fois et on considere les événements suivants :
A : «le nombre obtenu est pair » ;

B : «le nombre obtenu est supérieur ou égala 3 » ;

C : «le nombre obtenu est 3 ou 4 ».

a. Calculer la probabilité de chacun de ces événements.

l/:] Décomposer ces événements a l'aide des événements élémentaires.

b. Calculer la probabilité¢ que le nombre obtenu soit supérieur ou égal a 3,
sachant qu’il est pair.

lf] Exploiter la formule de définition d'une probabilité conditionnelle.

c. Les événements A et B sont-ils indépendants ?
Les événements A et C sont-ils indépendants ?

l{b Voir la méthode 2.

d. Reprendre la question c. en supposant cette fois le dé bien équilibré.

EE JoLie PoupEE | *%* [ & 25 min | » p. 254 |

A la féte foraine, une petite fille a vu une poupée qui lui plait beaucoup :
il suffit a son papa Guillaume de crever un ballon pour I’obtenir.

Pour n euros (n €N"), il a le droit de lancer 2n fléchettes (on suppose qu’il
les lance toutes, méme s’il créve un ballon dés la premiére).

On suppose qu’a chaque lancer, il a 7 chances sur 10 de crever un ballon.

a. Déterminer la probabilit¢ quune mise de 3 euros ne suffisent pas pour
gagner la poupée.

b. Guillaume décide de tenter une partie a 4 euros.

Quelle est la probabilité qu’il créve un ballon seulement a la dernicre
fléchette ?

c. Cette poupée est vraiment jolie. Guillaume la veut absolument !

Quelle somme minimale doit-il payer pour avoir moins d’une chance sur un
million de partir sans la poupée ?

On pourra écrire un script en Python qui détermine le seuil cherché.

lf] Voir le cours sur les répétitions d'expériences et l'exercice 8 pour le script.
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DEPISTAGE SYSTEMATIQUE | A% | & 40 min | » p. 254 |

Une maladie atteint une fraction x (comprise entre 0 et 1) d’une population.
On veut tester systématiquement tous les individus de cette population pour
savoir s’ils sont porteurs de la maladie. Un laboratoire pharmacologique pro-
duit un test de dépistage dont les caractéristiques sont les suivants :
* la probabilité qu’'un individu atteint ait un test positif est 0,99 ;
* la probabilité¢ qu’un individu non atteint ait un test négatif est 0,99.
On teste un individu au hasard dans la population.
On note A I’événement :« I'individu est atteint »
et T I’événement : « le test est positif ».
On va ¢tudier la valeur prédictive positive du test p (A), c’est-a-dire la
probabilité qu'un individu dont le test est positif soit effectivement atteint.
1. Construire un arbre pondéré de cette expérience aléatoire.
2. Calculer la probabilité de ’événement T .
3. a. Etablir que la valeur prédictive positive p.(A) du test est donnée par la
fonction :

99x
98x+1

J(x)=

lﬁ] Sans autre information dans ['énoncé, on utilise la formule de définition de p_ (A) :
voir le cours.

b. Etudier les variations de la fonction f sur [0;1].
c. Reproduire et compléter le tableau suivant.
Arrondir a 10 pres.

0,001 0,01 0,1 0,5 0,9

d. En déduire 'inconvénient majeur de ce test s’il s’agit d’une maladie rare.

lf] Que devient x dans le cas d'une maladie rare ?

e. Que devient I’efficacité de ce test si on ne 'applique qu’a une population
présentant des symptomes de la maladie ?

4. a. Démontrer que la probabilité pT(K) qu’un individu ayant un test néga-
tif ne soit pas atteint est donnée par la formule f(1-x).

b. Quel est le sens de variation de x+— f(1—x) sur [0;1] ?

c. En déduire que si x <0, 1, alors pT(K) >0,998.

d. Que peut-on en déduire pour un individu dont le test est négatif dans le cas
d’une maladie rare ?
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E¥ o YOU SPEAK ENGLISH ?

a. Le choix de I’employé s’effectue au hasard, il y a donc équiprobabilité de ces

choix. La probabilité d’interroger un cadre est égale a la proportion des cadres :

65
C)=—=0,65.
p(C) 100

Sachant que ’employ¢ interrogé est un cadre, il parle anglais s’il fait partie des
70 % de cadres parlant anglais, donc :

70
A= =07
3 Pc(A) =100
b. p(C)=1-p(C) =035 et p.(A)=1- p.(A)=0,3.

40 % des non-cadres parlent anglais, donc :

40 —
Po(A) =55 =04 et p(A)=1-0,4=06.
On en déduit I’arbre pondéré :
A
07—

c. On détermine p(C N A) en multipliant le long de la branche :
pP(CNA)= p(C)x p.(A)=0,65x0,7 = 0,455.

lﬁ) 0,7 est la probabilité de A sachant C, pas la probabilité de ANC.

d. On additionne les probabilités des branches qui conduisent a A :
p(A)=p(ANC)+ p(ANC)=0, 455+ 0,35 x 0,4= 0,595.

A GrROUPES ET RHESUS
Les choix des individus sont équiprobables.
a. p,=p(R)=p(ONR")+p(ANR")+p(BNR")+ p(ABNR")
35 38,1 6,2 2,8 821
=—+ + + =
100 100 100 100 100
soit p, = 0,821. o
p, = p(R7) = p(R") =1- p(R"), soit p, = 0,179.

lf] On aurait pu calculer p, directement par la méthode employée pour p,.
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b. p, = p,.(O) est la probabilit¢ que la personne interrogée soit du groupe O
sachant qu’elle a le Rhésus + .

p(R") =0,821# 0, donc p, = p,.(0) = p(ONR") 0,35

p(R*) 0821
soit p, ~ 0,426 a 10~ prés.
c. On cherche p (R").
* Premiére méthode : avec la formule p (R") = M
p(O)
35 9 44
0)=p(R"NO)+ p(RRNO)=—+—=—-=0,44#0,donc:
p(O) = p( )+ p( ) 100 100 = 100
.. p(R"NO) 035 . o y 103 s
R") = = , soit R") = 0,795 a 10~ prés.
Po(RY) 20) 0.44 Po(RY) P

* Deuxieme méthode : on peut considérer qu’on interroge au hasard un des

44 . . .
3549 X N = —x N Frangais de groupe O :ily a £k x N Frangais de rhésus
100 100 100
35
—N
100 _ 35

positif parmi eux, donc p,(R") = y

100
soit p,(R") = 0,7952a 10~ prés.

X N 44

nombre de cas favorables

lﬁ'] On doit passer par les effectifs pour utiliser la formule -
nombre de cas possibles

de fagon rigoureuse.

d. D’apres b. et c., pg,(0) # p(O), donc O et R* ne sont pas indépendants.

lf] On pouvait aussi comparer p(R") et p,(R"), ouencore p(0 NR") et p(0)x p(R™).
Voir la méthode 2.

ﬂ BLACK OR WHITE ?

a.Il'y a deux éventualités pour le choix de I'urne, correspondant aux événements
A, pour 'urne U, et A pour'urne U, . Il'y a deux éventualités pour le choix
de la boule, correspondant aux événements N pour une boule noire, et N pour
une boule blanche. On en déduit I’arbre suivant :

Choix de

Choix de la boule

l’urne/ N
A
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b. Le choix de 'urne, parmi les deux urnes possibles, se fait de fagon équiprobable,
donc p(A) =% .

c. p,(N) estla probabilité que la boule choisie soit noire sachant que I'urne choi-
sie est 'urne U, . Dans I'urne U, il y a 4 boules noires parmi les 10 boules pré-
sentes.

Les boules sont indiscernables au toucher, donc :

P (N) estla probabilite que la boule choisie soit noire sachant que I'urne choisie
est'urne U, . DansI'urne U, ,ily a 3 boules noires parmi les 10 boules présentes.
Les boules sont indiscernables au toucher, donc :

3
(N)=—.
p(N) 10
On peut alors compléter I’arbre pondéré :
Choix de
Choix de la boule
I'urne 2__—N

lf] La regle des nceuds a permis de déterminer p(K) , pA(N) et pK(N) .

d. p(A N N) est la probabilit¢ d’avoir choisi I'urne U, puis tiré une boule noire
dans cette urne. Donc :

1 2 1
A NN)=pA)x N)==—%x==-—.
- o( )= p(A)x p,(N) 5 %3573
P(A N N) est la probabilité d’avoir choisi I'urne U, , puis tiré une boule noire
— — 1 3 3
d tt .D ANN)=pA)Xp (N)=—x—=—.
ans cette urne. Donc p( )= P(A) X p(N) %70 "0

D’ou la probabilité que la boule tirée soit noire :
— I 3 7
N)=p(ANN)+ p(ANN)=—+—,soit p(N)=—.
p(N) = p( )+ p( )520501p()20
e. On cherche p (A).

1

HANN) 5 1 20 . 4

p(N)iO,donC pN(A)=W=j=§X7,SOIt pN(A):7
20

1 .
lﬁ) On trouve un résultat plus grand que 2 ce qui est vraisemblable puisqu’on a

une proportion plus importante de boules noires dans lurne U,.
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T'AS DE BEAUX YEUX...

1.
Non bleus
Hommes
Femmes
Total
40 ,
o 100 % 55 =22 femmes ont les yeux bleus, donc 55 — 22 = 33 femmes n’ont pas

les yeux bleus.

© 50 — 22 = 28 hommes ont les yeux bleus, donc 45 — 28 = 17 hommes n’ont pas
les yeux bleus.

2. a. Le choix du professeur se fait au hasard donc les tirages sont équiprobables.
* La probabilité que la personne soit une femme est :

55
F)=—=0,55.
p(F) 100
* La probabilité que la personne soit une femme aux yeux bleus est :
22

FNB)=—"——=0,22.
( ) 100

* La probabilité que la personne soit un homme aux yeux bleus est :
= 28
FNB)=—=0,28.
o( ) =100

b. La probabilité que la personne ait les yeux bleus sachant que c’est un homme
est p-(B).Comme p(F)#0 :
_p(FNB) 0,28

_(B = =~ (,622.
p;:(B) o(F) 0.5~ "
If] Autre méthode :
On interroge au hasard un des 45 hommes, donc :
28

p(B)="-=0622.

c. Sachant que la personne a les yeux bleus, la probabilité que ce soit une femme
est p,(F).Comme p(B) =0 :
p(FNB) 0,22

F) = = =0,44.
nO=Tm 05
lf] Autre méthode :
On interroge au hasard l'une des 50 personnes aux yeux bleus, donc :
22
(F)==—=0,44.
P =50
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3.+ Si ’'on commence par distinguer les professeurs suivant la couleur de leurs
yeux, puis suivant leur sexe, on obtient I’arbre :

F
044~
—

B

~

0,5 F

F
0,5 -~

0,66
N

_—
~

B ™34
\

056
\

I{b p,(F) s'obtient comme au 2.c.

* Si’on commence par distinguer les professeurs suivant leur sexe, puis suivant la
couleur de leurs yeux, on obtient I’arbre :

EdF1ABILITE D'UN TEST
a. Le choix de I’animal est fait de fagon équiprobable, donc :

50
M)=—
p(M) 100

99
=0,5 ; TH=—7-=0,99 ; p_(T)=
Py(T) 100 Py(T)

0,1

100

=0,001.

b. De la question a., on déduit a I’aide de la regle des nceuds que :
pu(T)=1-py(T)=0,01 et p_(T)=1-p (T)=0,999.
On peut alors dresser un arbre pondéré suivant :

0,99

0,001

.

M™0999
~7T

0,5
™~

T <— MNT

T <—— MNT

lf] Seules les branches amenant a T sont utiles pour cette question, mais il vaut
mieux compléter l'arbre dans sa totalité. On ne sait jamais...
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On en déduit : .
p(T)=pMNT)+p(MNT)
p(T) = p(M) x p,(T)+ p(M) x p_(T) = 0,5x 0,99+ 0,5 x 0,001
p(T) =0,4955.
¢. On cherche p (M).Comme p(T)#0 :

pMNT) p(T)xp(M) 0,99x0,5
(M) = - -

p(T) p(T) 0,4955

P (M) < 0,999, donc le test n’est pas fiable.

=0,998991 (a 10 pres).

A caLisraGE

a. Les pommes sont choisies au hasard donc les tirages sont équiprobables.
On en déduit I’arbre pondéré :

0057
A\
/ 095 __
0,25
/
70257]3/0,04
” 70,96
9 \D
0,4
L 001
C\o 99
5 \_D

lﬁ Les calculs n'ont pas été détaillés ici. En cas de difficultés, voir les méthodes a
l'exercice 1 par exemple.

b. En multipliant les probabilités sur les branches débouchant sur D :
p(D)=p(AND)+p(BND)+ p(CND)
p(D) = p(A)x p, (D) + p(B) x py(D) + p(C) x p.(D)
p(D)=0,25% 0,05+ 0,35% 0,04 + 0,4 x 0,01
p(D) =0, 0305.
c. La probabilité qu'une pomme vienne du producteur « a » sachant qu’elle est
hors calibre est p(A).
p(AND) _ p(A)xp,(D)

p(D) p(D)

0,25%x 0,05 0,0125

7o) =0 0305~ 0,0305

d. La probabilit¢ qu’une pomme vienne du producteur « ¢ » sachant qu’elle n’est
pas hors calibre est p(C). Comme p(D)# 0 :
_p(CND) _ p(C)x p(D) 0,4x0,99
~ pd)  1-p(D)  0,9695

Comme p(D)#0 : p,(A)=

~0,4098 (2107 pres).

~0,4085 (a10™ prés).

P5(C)
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EA T1rAGES AVEC REMISE

L’expérience qui est répétée deux fois, de maniére identique et indépendante,
consiste a tirer une boule et a noter sa couleur.

Pour chaque tirage, les trois couleurs ne sont pas équiprobables !

I1 faut numéroter les boules V,, V,, V., J , J,, R, :ainsi les tirages de chacune
de ces boules seront équiprobables.

Sil’on note V I’événement : « la boule tirée est verte », J I’événement : « la boule
tirée est jaune » et R 1’événement « la boule tirée est rouge » :

301 2 1 1
Vi===—: p(J)====cet p(R)=—.
p(V) 5= 3 r(J) 53¢ P(R) 5

On représente les deux tirages successifs par ’arbre pondéré suivant :

Tirage 1 Tirage 2
l/V
2 1
\Y | 3 J
1 6 R
2 l/V
1 J ? 1 J
3 . 3
6\ J—
2
R 1 3 J
6 R
Les issues favorablesa M sont (V; V), (J;J) et (R;R). Ainsi:
1 1 1 1 1 1
P(M)=—><—+—><—+—><—=l.
2 2 3 3 6 6 18

ﬂ NAISSANCES INDEPENDANTES

a. Si, pour 7 naissances successives, on note A I'événement : « il nait au moins une
fille », son événement contraire est A : « il nait n gargons ».

A chaque naissance, la probabilité qu’il naisse un gargon est de 1—0,49 = 0,51.

Les naissances successives €tant indépendantes, on a donc :
p(A)=0,51",soit p(A)=1-p(A)=1-0,51" .

lf] Pour la répétition d'épreuves indépendantes : voir le paragraphe Il du cours.

On cherche bien la plus petite valeur de ’entier >0 pour laquelle :
1-0,51">0,95.

Probabilités conditionnelles
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b. Cet algorithme de seuil s’arréte dés que la condition 1-0,51" < 0,95 n’est plus
réalisée : on utilise une boucle non bornée While.

1 n=1

2 while 1-0.51**n<=0.95:
3 n=n+1

4 print(n)

Son exécution affiche n = 5: le nombre minimal de naissances est 5.

lﬁ] Attention a la syntaxe ** pour les exposants.

Bl 1L NE1GE
On note B I’événement :« M. Prudent met ses bottes » et N : « il neige ».

L’énoncé donne p(B) = %, py(B)=T1et p (B)= %, donc pN(E) = % d’apres

la régle des neuds. Si p = p(N), alors p(N) =1- p.
On en déduit I'arbre pondéré suivant :

N 1 B
/
<
l1-p l/B
TN=—_ 3,
37 —B

Ainsi p(B) = p(N N B)+ p(N N B)
= p(N) X py(B)+ p(N) x p_(B) = px1+ (1 p)xé.
Or p(B) = %, d’ou:

+(1- )><l—i = +l—lx _ 8
¥ PIRT=Tg T T T g

2 8 1 24 10 14 7
3 10 3 30 30 30 15
3 7 7
_ ep=sx_=o
* On cherche p,(N). 2 15 10 -
= N N)x p_(B
Comme p(B):i;ﬁO’ pB(N):p(BmN):p( ) pN( )
At p(B) »(B)
3><1 1
Vy=1-p=— S _10°3_10_1 10
OrP(N)—l—p—E,donch(N)_ s _E_EX?‘
10 10

D'ou: p,(N) = %.
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COURS EXOS o

& METHODES & SUJETS

F{) cONTROLE DE QUALITE

1. Avec un tableau a double entrée (les chiffres entre parenthéses correspondent a
I’ordre de remplissage des cases a la lecture de I’énoncé).

Fréquence en %
correspondant aux événements

Ou avec un diagramme de Venn, plus visuel :

93 %(8) (4 %(4) w

A B

a. Le choix de I'appareil sorti de la machine M, se fait de fagon équiprobable.
Iy a 4% +1% = 5% de machines présentant le défaut d; (seul ou couplé avec
le défaut d, ).

5
D A)=——=0,05.
onc p(A) 100

2413 003 et p(ANB)=——=0,01.
100 100 100
Ainsi p(A)x p(B) = 0,05 x 0,03 = 0,0015 # p(A N B).

Donc A et B ne sont pas indépendants.

De méme, p(B) =

p(ANB) 0,01 . 1
b. p(B) # 0, donc p,(A)= »(B) = 0.03° soit py(A) = 3
c. D=A U B, donc le diagramme de Venn (ou le tableau a double entrée) donne

4+1+2 7

d D) = 0,07.
100~ 100 done P(D)

directement : p(D) =

lﬁ On peut aussi utiliser la formule :
p(D)=p(AUB) = p(A)+p(B)-p(ANB)=0,05+0,03-0,01=0,07.
d. p(D)=1- p(D) =0,93.
60

2. a. Les appareils sont tirés de fagon équiprobable, donc p (C) = 100 =0,6 et

pD(E) =1~ p,(C)=0,4 (régle des neeuds) ;

3 —
P5(C) = 105= 0,03 et p(©)=0.,97.
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D’ou arbre pondéré :

Sorti de M, Sorti de M,
C
0.6~
D
/ 074 —
0,07 ~C

C
0,93\ 0,03~
-
D ™97

lﬁ En cas de difficultés, voir la méthode 1.
b. p(D N C) = p(D)x p;(C)=10,93%0,97, s0it p(D N C)=0,9021.

¥l uN DE, DEUX URNES

a.Onnote A I’événement : « 'urne choisie est U » et B I’événement : « la boule
choisie est blanche ». A est réalisé équivaut a : « le dé a donné 1 ».
Le dé est régulier, donc les résultats des lancers sont équiprobables, ainsi :
1 — 1 5
A)=—ct p(A)=1-—=—.

P(A) ; P(A) 6%

Les boules sont indiscernables au toucher, donc les tirages dans chaque urne sont
. 1 = 2 1
€quiprobables. Alors p, (B) = 1 donc p,(B)=1-p,(B) = % ; P(B)= 1 = 5
= 1

donc p (B) = 5 D’ou I’arbre pondéré :

1] _—B
A/Z
\3
1 1~
/6
S5 1_~-B
6\_/2
A—_1
I~

On en déduit p(B) = p(A N B)+ p(A N B) = p(A)x p,(B)+ p(A) X p_(B)

1 1 5 1_11
B=—X—+—-X—=—.
PR =46 2
lib Voir la méthode 1.
1><1
A B) ¢4
b. On cherche pB(A)=p(AmB)=p( )X py( )= 6114
»(B) p(B) -
1 24

d A)=—.
onc p,(A) T
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o

H surprisE !

On note P L’événement :« I'image est celle de Protector » ; D L’événement :
« I'image est celle de Destructor » et A L’événement : « I'image est celle d’un
autre héros ».

1 1
Ona p(P) = P p(D) = 7 590 p(P)+ p(D)+ p(A) =1.
1 1 3
Donc p(A)=1-p(P)- p(D)=1-——-—=—.
p(A) p(P)— p(D) 573" 10
a. On répete trois fois la méme expérience de fagon indépendante. Représentons
un arbre pondéré, en nous limitant aux branches comptant deux fois I'issue D.

lﬁ] Attention : on ne représente pas toutes les branches pour gagner de la place,
mais cela ne remet pas en cause la régle des nceuds !

Avec les 3 chemins qui comportent deux fois I'issue D on obtient :

4 —
D——>—D
[
5
4 — 1
1D s D——5—D
<§
1 DL p
5 5
_ _ _ 1 1 4 1 4 1 4 1 1
M) = p(DDD)+ p(DDD)+ p(DDD)= —X—X—4+—X—X—+—X — X —
p()p()p()p(u)555555555
M) = — = 0,096.
p(M) 125

b. De méme, les branches donnant Destructor avant Protector sont :

1
%/D*E*P
1
D%jp
3
0~ , 1 5 1
A—5 D—5-P

P(N):lxlxl+lxl+lxixl+ix—xl 20,18.
55 2 5 2 5 10 2 10 5 2

lf] Toutes les branches qui commencent par DP son favorables a N et n'ont pas été
représentées. 11 1 1 3

11
On a bien p(DPP) + p(DPD) + p(DPA) = — X —X —+—X —X—=X—
p(DPP) + p(DPD) + p(DPA) = =*2"70

1.1
—X =+
2 25 25

1.1
—X—.
5 2
c. U correspond a I’événement DDD avec p(D) =% donc :

— 4\ 64
U) = D3=(—) =——=20,512.
p(U) = p(D) 5 125 %
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FElA BICYCLETTE
L p,(V)=0,8 ct p.(V)=0,5.
2.

- %
r 05—

E\OS
5 \v

3. D’apres la formule des probabilités totales, on a :

pP(V)=p(VNE)+ p(VNE)=px0,8+(1—-p)x0,5=0,3p+0,5.
4. a. Sachant que p(V) = 0,68, la résolution de I’équation 0,3p+ 0,5 = 0,68
conduit facilementa p = 0,6.

VNE 0,6x0,8 48 12
b, py(E)= Z0E) _8_12
(V) 0.68 68 17

AbE TRUQUE

1. Soit r la raison de la suite arithmétique.

D,=p tr op, :pl+2r, D, :pl+3r, Ds :pl+4r et p, = p, +5r.
Donc r # 0, sinon p = p, =...= p, ce qui est contraire a I'’énoncé.
Or la somme des probabilités des événements €lémentaires vaut 1, donc
ptp,+p,+p, +p+p =1.Donc6p +15r=1. (1)

Soit ¢ la raison de la suite géométrique.

D,=qXp et p,=qXp,;or p=p +r, donc :
p4:qx(p1+r):q><pl+q><r:p2+q><r.

Or p,=p,+2r,donc gxr=2xr,donc g=2 car r 0.

Ainsi p, =2p = p +r,donc p =r.

1
En remplagant dans (1), on trouve 21p =1,donc p, = —=r.

21

3 4

Done p,=p+r=—r, p=ptr=_r, p=ptr=or,
e _ 6
Ps=pytr=on el pe=pitr=on

k . .
Ainsi = — pour tout entier k compris entre 1 et 6.
Dy 21 P P

lﬁ Sion bloque sur ce genre de question, on peut la passer dans un premier temps
et traiter la suite en utilisant le résultat donné dans 'énoncé.

252 Probabilités conditionnelles



2. a. Notons ) = {1 ;2:3:4:5; 6} I'univers de cette expérience aléatoire.
2 4 6 12 4
A=12;4:6/,d A=p +p,+p =—+—+—=— = —.
[2:4:6], donc pA)Y=p, + P+ p= gyt ot =01 = 5
3 4 5 6 18
B=3;4:5;6/,d B)=p+p+p+p="t+—+—+—=—,
| J,done p(B)=py+py+ bt P =+ ot o = o)

soit p(B) = g

7
C=[3:4].d C) = it C_—
[3:4},donc p(C)=p, +p, = T s p(C)
p(A N B)

b. p(A) =0, donc p, (B)= 221D
A P(A)
4 6 10
ANB=l4:6].d ANB)= 4,0 0
{36}, donc A TR TR Y

10

10 7 . 5

Donc pA(B)_ZT_EXZ’SOIt PA(B):E'
7

c. p,(B) # p(B), donc A et B ne sont pas indépendants.

ANC=4,donc p(ANC)=p, = 241
4 1 4

A)x p(C)=—~x-=—=p(ANC).

PAYx p(C) ==Xz == p(ANC)

Donc A et C sont indépendants.

d. Si le d¢ est bien équilibré, p = p, = p, = p, = p; = p, = %,donc

111 1 4 2

PA)=p 4 ptp=ctote=o, pB)=pitp tptp=c=3
1 2 1

td A)X n(B)= —x = = —.

etdonc p(A)x p(B) 7553

(ANB)=p +p=tsl 1

P AT P Ty

Ainsi p(A N B) = p(A)x p(B) : A et B sont indépendants.
l{b Ici, le dé étant bien équilibré, les probabilités correspondent aux proportions de
cas favorables : la proportion des nombres pairs parmi les nombres supérieurs
. . . .21 . .
ou égaux a 3 ( 2 pairs pour 4 : proportion Z: 3 est bien la méme que la pro-
portion de nombres pairs dans les résultats possibles du dé (3 pairs pour

.31
6 nombres : proportion —=— |.
6 2

1 1
p(C)=p3+p4=2><g=§et p(AﬂC)=p4=g,

P(A)x p(C) = %x % = é = p(ANC) : A et C sont indépendants.
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HJoL1E POUPEE

a. A chaque lancer, on note C 1’événement :« la fléchette créve le ballon » :
7 — 3
C)=—cet p(C)=1-p(C)=—.
p()loep() p()lo
Avec 3 euros,ila 2 x 3 =6 fléchettes a lancer.
Ces 3 euros ne suffisent pas si ’événement réalisé est C;C,C3;C4CsCs, o on a

_ 6
numéroté les lancers, de probabilité p(C)® = <%) =7,29x10™".

lib Ici, on s’est contenté de considérer la derniere branche d'un arbre pondéré a
2° =64 branches représentant les 6 lancers successifs indépendants.

b. Pour n=4,illance 2 x 4 = 8 fléchettes.

L’événement cherché est C C,C.C,C.C C.C,, de probabilité :

17273747576 7778”2

— 3V 7 3x7

C) x p(C) = (—) X — =

P(O) X pO)=| To Il X 75 =5

La probabilité qu’il créve un ballon a la derniére fléchette est 1,53 x 107,
c. Soit A I’événement : « Guillaume part sans la poupée ».

A est réalisé si aucune des 2n fléchettes lancées ne créve de ballon, donc :

—~ ~  ~ —~ n 3 o n
p(A)=p(CC,C,.C,_C, )=pCy = (E) =0,09".

=1,5309x 107",

At s A % 009" <10°

Le script suivant renvoie la premiére valeur de I'entier n non nul pour lequel

0,09" <10°°:
1 n=1
2 while 0.09**n>10**-6:
3 n=n+1
4 print(n)

Son exécution retourne : 6.
On en déduit que la somme minimale a payer est de 6 euros.

HdpEpisTAGE SYSTEMATIQUE

1. L’individu testé ayant été choisi au hasard, ce test se fait de fagon équiprobable
parmi tous les individus de cette population.

La fraction d’individus atteints de cette population étant x, p(A)= x.

On a ¢galement p, (T)=0,99 et p (T)=10,99, d’ou I'arbre ponderé complete
avec la régle des nceuds.

T
099"
A
001 _
(X/ T
T
ox 001~
—
A™099
T
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2. p(T) = p(A)x p,(T) + p(A)x p(T)
P(T) = x % 0,99+(1 — x) X 0,01
p(T) = 0,98x +0,01.

lﬁ'] Voir la méthode 2.

3.a. p(T)=0,98x+ 0,010 donc:
PANT) _ p(A)x p,(T)

pr(A) =
! p(T) p(T)
xx 0,99 0,99x x 100
pr(A) = =
0,98x+ 0,01  (0,98x+0,01) x 100
. 99x
soit p (A)= 98x 2 1 = f(x).

b. Pour trouver les variations de f, on étudie le signe de f”.

f est dérivable sur R\ { - %} , donc sur [0;1].

, 99(98x +1) — 99x x 98 99

Sy = 2O D=8 .
(98x +1) (98x +1)

Donc >0 sur [0;1] et fest strictement croissante sur [0 ;1].

C.

X 0,001 0,01 0,1 0,5 0,9
p(A) 0,090 2 0,5 0,916 7 0,99 0,998 9

lﬁ On utilise la calculatrice avec la fonction Y =(99X) /(98X +1) : ne pas oublier les
parentheses !

d. S’1l s’agit d’une maladie rare, la proportion x d’individus atteints est proche de
zéro, donc la probabilité que la personne testée soit atteinte sachant que le test est
positif est faible : on risque donc d’alerter inutilement des individus sains.
e. Si la population présente des symptomes de la maladie, la proportion x d’indi-
vidus atteints parmi cette population se rapproche de 1. Il s’ensuit que la proba-
bilité d’étre malade sachant que le test est positif devient trés proche de 1, donc
que le test devient davantage prédictif.
4.a. p(T)=1- p(T)=1-(0,98x +0,01) = 0,99 — 0,98x # 0 car x €[0;1].
p(ANT) p(A)x p(T)

p(T) p(T)

(&)= (1-x)x%0,99 _ (1-x)x99 _ 99 x (1-x)
Pr 0,99 — 0,98x 99 —98x 98(1-x)+1

p,(A) = f(1-x).

Donc pT(K) =

l{b Sans autre information dans l'énoncé, on utilise la formule du paragraphe 2 du
cours.
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b. Soit a, b deux réels dans [0;1] tels que a <b.

Alors 0<a<b<l1.

Donc 0=-a>-b=-1,donc 1=1-a>1-56=0.

Or f est strictement croissante sur [0 ;1] d’apres 3. b.
Donc f(1-a)> f(1-0).

Donc x — f(1— x) est strictement décroissante sur [0 ;1].

lf] Autre méthode : on dérive g(x)=f(1—x) a laide de la dérivée d'une compo-
sée. On obtient g’(x)=—1xf"(1—x) <0 sur [0;1] car f">0 sur Rd'aprés les
calculs effectués en 2.b.
c.Si x<0,1, 0=x<0,1,donc f(1-x)> f(0,9),
soit f(1-x)>0,998, cest-a-dire : p_(A)>0,998.
d. Dans le cas d’une maladie rare, x est proche de zéro, donc certainement infé-

rieur a 0,1. La probabilité que I'individu ne soit pas atteint sachant que le test est
négatif est trés proche de 1 : cela doit pouvoir le rassurer.
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EXOS

& SUJETS

COURS

& METHODES

9 Variables aléatoires

Soit  un ensemble fini muni d’une loi de probabilité p.

Il LoI DE PROBABILITE

D Une variable aléatoire est une fonction X définie sur €2, a valeurs réelles x|,
D
Pour i allantde 1 a r,I’événement « X prend la valeur x, » s’écrit (X = x,)
etonnote p, = p(X =x,).

D La loi de probabilité de X peut s’écrire dans un tableau :

Valeurs possibles x, X, X, X,
Probabilités correspondantes
])(X:xl) p] p2 e pr

lf] On doit avoir p,+p,+...+p_=1.

Ef] ESPERANCE, VARIANCE, ECART-TYPE

D L’espérance de la variable aléatoire X est le nombre :
|E(X) = RN SIS )

PROPRIETE (LINEARITE DE LESPERANCE) :
Soit X est une variable aléatoire, a et b deux nombres réels,

\E(aX +b)=aE(X)+b|

D Sa variance est le nombre V' (X') (ou V en abrégé) défini par :

V(X)=(x,— E(X)) x p+(x, = E(X)) X p, +... 4 (x, - E(X)) x p,

D Son écart-type est le nombre 6(X) (ou 6 en abrégé) défini par :

6(X) = (X)

lﬁ] * On a toujours V =0, donc on peut bien calculer sa racine carrée, c'est-a-dire G. L
De plus, on a toujours ¢ =0.
« 67 =V, c'est pourquoi V est souvent noté G2.
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METHODE K1

Déterminer la loi de probabilités d’'une variable aléatoire X
=» Voir les exos 3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15 et 16.

Etape 1. On identifie les différentes valeurs x, x,, ..
prises par la variable aléatoire X.

Etape 2. Pour tout i allant de 1 & r, on calcule p, = p(X =x).

Etape 3. On dresse éventuellement un tableau qui résume la loi de X et on

-

., X pouvant étre
r

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

vérifie que p, +p, +...+ p =1.

(37 On peut également utiliser cette égalité, lorsqu’on a trouvé toutes les valeurs des
P, sauf une, pour déterminer cette derniére valeur.

Exo résolu

Une urne contient dix boules indiscernables au toucher, I’'une d’entre elles
porte le numéro 10, deux portent le numéro 5, trois portent le numéro 2 et
les autres portent le numéro 1.

L’expérience consiste a extraire au hasard une boule de 'urne et a noter
son numéro X.

Déterminer la loi de probabilité de X.

CORRIGE

Etape 1. Les quatre valeurs possibles pour X sont x=1,x,=2,x=5
et x, =10.

Etape 2. Les 10 boules ont toutes la méme probabilité de sortie.

lib Dans cette situation d'équiprobabilité, on utilise la formule :
nombre de cas favorables

nombre de cas possibles '

Une boule porte le numéro 10, donc p(X =10)= —.

De méme p(X=5)=% et p(X=2)=%.

11 reste quatre boules portant le numéro 1, donc p(X =1) = % .
Etape 3. On dresse le tableau résumant la loi de X :
1 2 5 10
4 3 2 L
10 10 10 10
L . a1 . 2 1 10
Vérification (conseillée) : ona bien —+ —+ —+—=—=1.
10 10 10 10 10
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COURS o

& METHODES

METHODE Bl

Déterminer a la calculatrice l'espérance, la variance

et l'écart-type d'une variable aléatoire X

=» Voir lesexos 1,2, 3,4,6,8,9,10, 11,12, 14, 15 et 16.

Etape 1. On résume la loi de probabilité de la variable aléatoire X comme
dans la méthode 1.

Etape 2. Dans le menu statistique de la calculatrice, on saisit les valeurs X,
dans la premiére colonne et les valeurs p, dans la deuxieme.

Etape 3. On effectue les calculs comme s’il s’agissait d’un tableau statis-
tique avec fréquences.

Lespérance E(X) est donnée par la moyenne de la série, son écart-type
o(X) est donné par ’écart-type ¢ de la série, et sa variance V (X) se
calcule avec la formule V = c°.

Exo résolu

Une urne contient dix boules indiscernables au toucher, I’'une d’entre elles
porte le numéro 10, deux portent le numéro 5, trois portent le numéro 2 et
les autres portent le numéro 1.

L’expérience consiste a extraire au hasard une boule de I'urne et a noter
son numéro X.

Déterminer a I'aide de la calculatrice ’espérance, la variance et I’écart-
type de la variable aléatoire X.

CORRIGE
Etape 1. Voir la méthode 1.
1 2 10
4 e 2 L
10 10 10 10

Etape 2.
Avec une calculatrice scientifique Texas Instrument
Dans le menu STATS, onglet EDIT, 1 : Modifier

On inscrit les valeurs 1, 2, 5, 10 dans la colonne L.

On inscrit les valeurs i s i, i, L dans la colonne L,.
10 10" 10 10

Dans le menu stats, onglet CALC, on choisit Stats 1 Var.

On remplit les lignes : Xliste : L, et ListeFréq: L, .

Etape 3. On appuie sur Calculer.
Onlit: X=3 pour E(X) et 6_=~2,76 pour ¢, donc V' (X) ~7,62.

lﬁ] Attention a la syntaxe : L, s'obtient par 2nd+1 : ce n'est pas la lettre L suivie du
chiffre 1.
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Etape 2.

Avec une calculatrice scientifique Casio
Dans le menu Statistiques :
On inscrit les valeurs 1, 2, 5, 10 dans la colonne List 1.

On inscrit les valeurs 4 , i, i, i dans la colonne Lis t 2.
10 10 10" 10
On appuie sur F2 (Calc) puis sur F6 (SET) pour vérifier les réglages :
1 Var XList : List 1 et 1 Var Freq : List 2.

Etape 3. On revient sur CALC et on choisit F1 (1-VAR).
Onlit: X =3 pour E(X) et xon ou 6x =~ 2,76 pour G, donc
V(X) ~17,62.

-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

lﬁ Attention a la syntaxe : pour rentrer le numéro de la liste dans le menu SET,
utiliser la touche F1 puis le numéro de la liste. Ne pas taper LIST.

METHODE Bl

Déterminer a la main l'espérance, la variance
et l'écart-type d'une variable aléatoire X

Etape 1. On utilise la formule de I’espérance :
] E(X)=xp +x,p,+...+xp .
Etape 2. On compléte un tableau de valeurs du type :

Etape 3. On utilise la formule de la variance :
2 2 2
V(X)=(x, - E(X)) xp,+(x,— E(X)) x p, +...+(x, - E(X)) x p,

puis celle de I'écart-type : 6(X) =V (X).
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Exo résolu
On utilise les mémes valeurs que dans la méthode 2.

Etapel.
E(X)=1xi+2xi+5x£+1OxL=3.
] 10 10 10 10
Etape 2.
1 2 5 10
-2 -1 2 7
4 49
4 el 2 A
10 10 10 10
Etape3.
V(x)=4xi+1xi+4xi+49xi=7,6.
10 10 10 10

On en déduit I’écart-type :
o(X)=V(X)=47,6 2,76 0,01 pres.

lf? Pour un calcul a l'aide d'un script en Python : voir l'exercice 1.
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TESTER SES CONNAISSANCES

A LA CALCULATRICE, A LA MAIN,
AVEC PYTHON | * | © 15 min | » P. 272 |

a. Calculer espérance, variance et écart-type de la variable aléatoire X dont
la loi de probabilité est donnée dans le tableau suivant.
Les résultats seront approchés a 10~ pres.

0,1 0,3 0,4 0,2

l{b Voir la méthode 2.

b. Dans le script suivant, les listes x et p comportent les valeurs x; de la va-
riable aléatoire X et les valeurs p(X = xi) .

Compléter le script pour qu’il calcule la liste L des valeurs x; X p(X = x,.),
la liste M des valeurs (xi -E(X ))2 ,la variance V de X et qu’il renvoie espé-
rance, variance et écart-type de X arrondies a 107 preés.

Vérifier les résultats précédents.

1 from math import sqrt
2  x=[-10,-5,0,15]

3 p=[0.1,0.3,0.4,0.2]

4 L=[...foriin range(4)]
5 E=sum(L)

6 M=[.]

7 V=..

8  print(‘E(X)="round(E,2))
9  print(‘V(X)='...)

10 print(‘'sigma(X)=',...)

lf] Pour multiplier les éléments de rang i de deux listes L1 et L2 on utilise la syntaxe
L1[1*L2[1]. Rappel : le premier élément d'une liste a pour rang 0.
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[E3 peux INnconNuES | * [ & 5 min|» p. 272 |

X est une variable aléatoire dont la loi est donnée par le tableau suivant :

B - | -
P(X =x,) 0,3 0,6 y

Déterminer x et y pour que 'espérance E(X) soit égale a 0 (jeu équitable).

lf] Que vaut la somme des probabilités de toutes les issues possibles pour X ?

[E} cain ALGEBRIQUE | %% | © 30 min | » p. 272

Pour une tombola, 1 000 billets sont mis en vente au prix de 2 euros. Il y a
10 billets gagnants. L'un rapporte 500 euros, 2 rapportent 100 euros, et 7 rap-
portent 50 euros. On achéte un billet au hasard. On note G' le gain algébrique
correspondant a ce billet.

1. Justifier que G peut prendre les valeurs —2, 48, 98 et 498.

2. Déterminer la loi de probabilité de G.

lf] Voir la méthode 1.

3. Déterminer I’espérance E(G) du gain, puis son écart-type ¢ a 'aide de la
calculatrice. Arrondir & 10~ pres.

l/:] Voir la méthode 2.

4. Complément avec python

La fonction gain simule le gain a I'issue de la tombola en considérant que le
billet numéro 1 rapporte 500 euros, les billets 2 et 3 rapportent 100 euros, les
billets numéro 4 a 10 rapportent 50 euros et les autres rien.

1 from random import randint
2  defgain():

3 b=randint(1,1000)
4 if b==

5 g=498

6 elif 2<=b<=3:

7 g=98

8 elif ...

9 g=48

10 else:

11

12 return g
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a. Compléter les lignes 8 et 11.
b. On veut observer I’écart entre la moyenne des gains observée sur 10 000 bil-
lets de loterie simulés dans les mémes conditions et I’espérance trouvée au 3.
Le script suivant réalise 200 échantillons de 10 000 billets et calcule pour
chacun le gain moyen réalisé sur ces 10 000 billets.
Compléter ce script pour qu’il affiche, sur ces n =200 échantillons, le pour-
centage d’échantillons dont le gain moyen est dans I'intervalle :

20 20

[E(G) T EG) -7 ] .

Saisir le script complet et observer sur plusieurs simulation le pourcentage trouvé.
Que remarque-t-on ?

13 from math import sqrt 19 m-=...

14  E=-0.95 20 if ..<=m<=...

15  s=16.92 21 A=...

16 A=0 22 print("pourcentage

17 foriin range(ZOO): d’échantillons :"..., "%")

18  L=[.]

L'ADDITION ! | * | & 10 min | » p. 273 |

Lorsqu’un client rentre dans le restaurant « Ki Manj Pay », la probabilité
qu’il choisisse I'un des quatre menus proposés est donnée par :

Prix du menu (en euros) 8 15 22 30

Probabilité 0,2 0,4 0,3 0,1

a. Si 500 clients mangent dans ce restaurant au cours du mois, quel chiffre
d’affaire mensuel le restaurateur peut-il espérer ?

lf] Introduire la variable aléatoire Xreprésentant le prix payé par le client: le restau-
rateur peut espérer qu'en moyenne le client dépense E(X) euros.

b. Les tarifs changent au premier septembre. Le restaurateur hésite entre deux
modifications :

Modification A : il augmente tous les prix de 10 %.

Modification B :il augmente tous les prix d’un euro.

Si les modifications n’influencent ni le nombre de clients ni la répartition de
leurs choix, quelle modification choisira le restaurateur s’il espére gagner le
plus possible ?

lf] Penser a utiliser la linéarité de l'espérance sachant qu'une augmentation de 10 %

correspond a une multiplication par 1+% .
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B NAISSANCES | %% | © 10 min | » P. 273 |

Une étude statistique sur une population de hérissons montre qu’a la nais-
sance, 4 petits sur 10 sont des femelles. On suppose que les naissances des
petits d’'une méme portée sont indépendantes. Pour une portée de 3 bébés
hérissons, déterminer la loi de probabilité du nombre X de femelles.

lﬁ) On pourra construire un arbre pondéré représentant les 3 naissances succes-
sives.

ﬂVRAI OU FAUX ? | *x | & 10 min | » p. 274 |

On suppose que la roue n’est pas truquée et que tous les secteurs ont des
angles au centre de méme mesure.

Lorsqu’un joueur fait tourner cette roue :
a. La probabilité qu’il soit gagnant est 0,3.
b. La probabilité qu’il soit perdant est 0,3.
c. Le jeu est équitable.

lf] Commencer par établir la loi de probabilité du gain X.
Le jeu est équitable lorsque l'espérance de gain est nulle.

S'ENTRAINER

DES ICOSAEDRIQUES | %% | © 10 min | » P. 275 |

Deux dés a 20 faces (cela existe : ils sont icosaédriques) bien équilibrés ont 10
faces numérotées 1 ainsi que 5 faces numérotées 2 et 5 faces numérotées 3.
On lance ces deux dés et on note S la somme des résultats obtenus.
Déterminer la loi de probabilité de S.

lf] Pour bien les distinguer, on pourra imaginer que les dés sont de couleurs diffé-
rentes. En cas de difficultés, voir le chapitre 8.
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ESECOND DEGRE | %% | © 20 min | » P. 276 |

Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4, indiscernables au toucher.
On tire une boule, on note son numéro b et on la remet dans 'urne.

On tire une deuxiéme boule et on note son numéro c .

On note S le nombre de solutions réelles de I’équation x* + bx + ¢ = 0.

a. Quelle loi de probabilité peut-on associer a I’ensemble des couples (b ; c) ?
b. A 'aide d’un tableau & double entrée, déterminer la loi de probabilité de S,
puis son espérance.

l{b Cet exercice se fait apres l'étude des équations du second degré du chapitre 3.

IED rirAGES saNS REMISE | %% | © 15 min | » Pp. 277

Une urne contient 5 boules indiscernables au toucher : 2 boules vertes numé-
rotées 1 et 3 ; 3 boules jaunes numérotées 1, 2 et 3.

Un joueur donne n euros (n S N*) a I'organisateur, puis tire successivement
et sans remise, deux boules de 'urne (il ne remet pas la premiére boule tirée
dans I'urne avant de tirer la seconde).

Si elles ont la méme couleur, le joueur ne gagne rien (et a perdu sa mise).

Si elles sont de couleurs différentes, il gagne le montant obtenu en effectuant
le produit des numéros des deux boules.

Quelle est la mise entiére maximale qui permet au jeu d’étre favorable au
joueur ?

lf] Construire un arbre non pondéré qui donne tous les résultats possibles, puis
déterminer l'espérance du gain en fonction de n.

AU CHOIX | *% [ © 30 min | » . 278 |

Un Questionnaire a Choix Multiples comporte quatre questions. Pour chaque
question, une seule des trois propositions est exacte.

Un ¢éleve décide d’y répondre au hasard.

X désigne le nombre de bonnes réponses qu’il obtient.

1. X suit-elle une loi équirépartie sur {0;1;2;3;4} ? Justifier.

2. A I'aide d’un arbre pondéré, déterminer la loi de probabilité de X , et E(X).

Iﬁ Pour la construction et l'utilisation de l'arbre : voir le chapitre 8.

3. Une bonne réponse apporte 3 points, une mauvaise enléve 1 point.
On note Y la note obtenue pour ce QCM .

Déterminer la note que I’éléve peut espérer obtenir :

a. Premiére méthode : aprés avoir déterminé la loi de probabilité de Y.
b. Deuxiéme méthode : apres avoir justifié que ¥ =4X — 4.
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PREPARER UN CONTROLE

EEl LANCER DE DE | * | © 15 min | » P. 279 |

Un jeu consiste a lancer un dé normal. Le joueur empoche une somme équi-
valente au nombre apparu si ce nombre est un multiple de 3 et paye le mon-
tant indiqué a la banque dans le cas contraire.

a. Donner la loi de probabilité associ¢e au gain (positif ou négatif) pour une
partie.

b. Calculer ’espérance et la variance de la loi déterminée ci-dessus (vous pou-
vez donner les résultats sans justification). Le jeu est-il équitable ?

lf] Un jeu est équitable si 'espérance du gain est nulle.

DES PANNES | *x% | © 10 min | » p. 280 |

Les cotits de fabrication d’un téléviseur s’élevent a 200 euros.

Un mauvais réglage sur une machine qui les fabrique améne deux types de
défauts, notés a et b. Un téléviseur peut méme parfois souffrir des deux
défauts en méme temps.

10 % des téléviseurs produits souffrent (au moins) du défaut a ;

7 % des téléviseurs produits souffrent (au moins) du défaut b .

On sait aussi que 2 % des téléviseurs souffrent des deux défauts.

Avant d’étre vendus au client 500 euros, les téléviseurs sont testés et ceux qui
présentent des défauts subissent des interventions :

* qui cotitent 50 euros pour corriger le défaut a ;

* qui cotitent 100 euros pour corriger le défaut b.

Un téléviseur est pris au hasard en réserve.

Quel bénéfice le fabricant peut-il espérer de sa vente ?

lfb Pour ne pas se tromper dans linterprétation des données, on peut réaliser un
diagramme de Vien (schéma « patates ») représentant la situation.

EE] rirAGES AVEC REMISE | %% | & 25 min | » P. 281

Une urne contient 3 boules vertes, 2 rouges et 5 bleues.

Ces boules sont indiscernables au toucher.

On tire successivement, et avec remise, trois boules de I'urne.

a. A I'aide d’un arbre pondéré, déterminer la loi de probabilité du nombre X
de boules rouges tirées.

lf] Pour la construction et l'utilisation de l'arbre : voir le chapitre 8.
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b. Paul constate que le nombre de boules bleues est plus de deux fois supérieur
au nombre de boules rouges, donc il prétend qu’il y a plus de chances d’obte-
nir au moins deux boules bleues qu’au moins une boule rouge.

Qu’en pensez-vous ?

ALLER PLUS LOIN

MARCHE ALEATOIRE | % | © 50 min | » P. 282 |

Points +5 -2 +3 =
Abscisse -4 -3 -2 =1l 0 1 2 3 4

Un pion est initialement positionné sur la case d’abscisse 0.

Un joueur le déplace au hasard d’une case vers la droite ou vers la gauche
4 fois d’affilée. Chaque déplacement est supposé indépendant du précédent.
Le joueur marque les points correspondants aux cases par lesquelles le pion
est passeé.

On note 7' la variable aléatoire correspondant au total de points obtenus.

1. Simulation

L’algorithme suivant, donné en langage naturel, simule 10 000 parties et ren-
voie la moyenne des points obtenus au cours de ces 10 000 parties.

1 S« 0 12 Six =3, alors

2 Pour n allant de 0 3 9999 : 13 t—t-4

3 x«—0,t<0 14 Six=-2, alors

4 Pouriallantde0a3: 15 te—t-2

5 z < nombre aléatoire entierOou 1 (|16 Six =-4,alors

6 Siz=0,alors 17 t—t+5

7 X ¢ X+1 18 Fin Si

8 sinon x < x-1 19 Fin Pour

9 Fin Si 20 S « S+t

10 Six=2,alors 21 Fin Pour

11 t—t+3 22 m«S/10000
23 Afficher m

a. Que représentent x, t, 1, Set m ?

b. A quoi sert z ?

c. Ecrire ce script en Python et I’exécuter une dizaine de fois.
Ce jeu semble-t-il équitable ?

l{b Penser a importer la fonction randint de la bibliotheque random
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2. Modélisation
a. Déterminer la loi de T, puis son espérance.
Comparer aux résultats obtenus par simulation et commenter.

l{b Construire un arbre non pondéré qui donne tous les déplacements possibles

b. Quelle valeur p doit-on donner a la case d’abscisse 4 pour que le jeu soit
équitable ?

If] Un jeu est équitable si l'espérance du gain est nulle.

c. Déterminer la loi de 7' et son espérance si on reprend la régle de départ
mais qu’on suppose cette fois qu’a chaque déplacement, le pion est déplacé
vers la gauche avec la probabilité 0,6.

lf] On pourra pondérer l'arbre construit au a.

EE] T1rAGES AVEC REMISE | %%k | & 20 min | » . 284 |

Une urne contient n boules blanches et n — 5 boules noires (n = 5) indiscer-
nables au toucher.

Un joueur tire successivement, et avec remise, deux boules de I'urne.

Si ces deux boules sont de méme couleur, le joueur donne un euro.

Si ces deux boules sont de couleurs différentes, le joueur regoit un euro.

a. Pour quelles valeurs de n le jeu est-il favorable au joueur ?

lf] Déterminer la loi du gain du joueur, puis exprimer son espérance en fonction de
n et étudier son signe.

b. Méme question si le joueur regoit désormais 2 euros si les boules sont de
couleurs différentes.

lﬁ On pourra démontrer que l'espérance du gain est égale a :
2n*—10n—-25
(2n-5)’
puis étudier le signe de ce quotient (voir le chapitre 3 sur le second degré).
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UNE MARTINGALE | %% | & 30 min | » p. 286

Régle du jeu : on lance une piece bien équilibrée.

Si elle tombe sur Pile, le joueur perd sa mise.

Si elle tombe sur Face, le joueur gagne deux fois sa mise.

Un joueur dispose de 20 euros. Il commence par miser un euro, puis applique
la stratégie suivante :

* si la piece tombe sur Face, il s’arréte ;

* si la piece tombe sur Pile, il rejoue en doublant sa mise (tant qu’il le peut).
1. Simulation

Créer une fonction gain_moyen en Python qui simule # parties (n € N*) et
retourne la moyenne du gain algébrique du joueur sur ces n parties.

EXOS & SUJETS

lf] On pourra s'inspirer de l'exercice 3.

2. Modélisation
a. Quel est le nombre maximal N de lancers au cours d’une partie ?

lf] On ne peut doubler sa mise que si on a encore assez d'argent...

b. Déterminer I’espérance théorique du gain algébrique du joueur.
Le jeu « en vaut-il la chandelle » ?

lf] Construire un arbre pondéré avec N lancers successifs.

LA METHODE DE MONTE-CARLO | kx| & 30 min | » p. 288 |
Dans un repére orthonormal (O, L, J), on considére le carré OIKJ ou
K(1;1).
J K
9
) M
O ' X 1 !

1. Quelles conditions doivent vérifier les coordonnées (x ; y) d’un point M
du plan pour qu’il soit situé a I'intérieur du carré ?

2. Soit 9 le quart de disque de centre O et de rayon 1 contenu dans le carré
OIK1J.

a. Quelle proportion p de I'aire du carré OIKJ , 'aire de 9 représente-t-elle ?
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b. Justifier que si M(x ; y) est un point a I'intérieur du carré OIKJ alors :
MED & x> +)y* <I.

3. On convient que choisir un point M au hasard dans le carré revient a choi-

sir ses coordonnées x et y aléatoirement entre O et 1.

Ecrire un script en Python qui crée 10 000 points au hasard a lintérieur du

carré OIKJ, colorie en rouge ceux situés dans le quart de disque 9, en bleu

ceux qui n’y sont pas, et affiche la proportion f'des points dans 9.

Iﬁ) Penser a importer et a donner un alias aux bibliotheques matplotlib.pyplot et nu-
mpy : voir chapitre 1.
Si np est l'alias de numpy, linstruction np.random.random(10000) permet de
créer une liste de 10 000 valeurs aléatoires comprises entre 0 et 1.
Le temps de calcul peut-étre long... patience...

4. On estime que dans plus de 95 % des échantillons de taille » =10 000 ainsi

. . 1 1
créés, la proportion p est comprise entre f — T et f+—.
n Jn

Quel encadrement de 1 peut-on donner d’apres cette simulation ?
Est-ce conforme a ce que vous savez de 7t ?
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A LA CALCULATRICE, A LA MAIN, AVEC PYTHON

a. Les calculs se font directement a la machine en suivant la méthode 2.
Pour un calcul a la main :
E(X)=-10x0,1+(-5)x0,3+0x0,4+15%x0,2=0,5.

X -10

15

-10,5

x,'_ l::(X)

=5,5

-0,5

14,5

(x, - E(X))? 110,25

30,25

0,25

210,25

p(X=1x) 0,1

0,3

0,4

0,2

V(Y)=110,25x% 0,1+ 30,25x 0,3+ 0,25 x 0,4 + 210,25 x 0,2 = 62,25.
(X)) =+62,25 ~7,892a 107 prés.

b. La ligne 4 devient L=[x[i]*p][i] for i in range(4)]

La ligne 6 devient M=[p[i]*(x[i]-E)**2 for i in range(4)]

La ligne 7 devient V=sum(M)

La ligne 9 devient print('V(X)='",round(V,2))

La ligne 10 print(‘sigma(X)=",round(sqrt(V),2))

lf] sum(M) renvoie la somme des tous les éléments de la liste M
round(E,2) renvoie une valeur arrondie de E a 107 pres.

L’exécution de ce script renvoie des résultats conformes au 1. :
E(X)=0.5; V(X)= 62.25 et sigma(X)= 7.89.

A pEUX INCONNUES

La somme des probabilités de toutes les issues possibles pour X vaut 1 :
0,3+O,6ng=1<:>y=1—0,94:>y=0,1.

E(X)=Yx % p(X =x)=-6x0,3+xx0,6+3x0,1=0,6x-15.

i=1

Ainsi E(X)=00,6x-15=0<0,6x=1L5< x = (1)’56

>

S x =2,5.

El GAIN ALGEBRIQUE

1. Iy a 1000 —10 = 990 billets qui rapportent 0 et colitent 2 euros : pour ces
billets, le gain (qui est une perte) est de 0 — 2 = -2 euros.

7 billets rapportent 50 euros et colitent 2 euros, soit un gain de 50 — 2 = 48 euros.
2 billets rapportent 100 euros et colitent 2 euros, soit un gain de 100 — 2 = 98 euros.
1 billet rapporte 500 euros et colite 2 euros, soit un gain de 500 — 2 = 498 euros.
G peut prendre les valeurs 2 ; 48 ; 98 et 498.

2. Les achats de billets sont équiprobables. On en déduit la loide G :
Gain 48 08 498

—— =0,007

—— =10,002
1000

—— =0,001
1000

1000

Probabilité
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3. L’espérance du gain est :
E(G)=-2x0,99 + 48 x 0,007 + 98 x 0,002 + 498 x 0,001 = —0,95 .

lf] Les 1 000 billets coGtant 1000x2=2000 euros, et rapportant 1050 euros,
le gain global est de 1050—2 000 =-950 euros, donc le gain moyen est de
950

1000
Les billets étant achetés de fagon équiprobable, on retrouve bien la valeur de E(G).

=-0,95 euros par billet.

Ecart-type : 6 ~ 16,92 4 102 preés.
4. a. Ligne 8 : ‘ elif 4<=b<=10: ‘
Ligne 11 :

b. Ligne 18 ‘ L=[gain() for i in range(10000)] ‘

Ligne 19 | m=sum(L)/10000 |

Ligne 20 i E-2*s/sqrt(10000)<=m<=E+2*s/sqrt(10000):
Ligne 21

Ligne 22 ‘ print("pourcentage d’échantillons :",A/2, "%")

On observe que ce pourcentage dépasse 95% la plupart du temps.

L'ADDITION !

a. Soit X la variable aléatoire représentant le prix payé par un client.
E(X)=8x0,2+15x0,4+22x0,3+30x0,1=17,2.
Le restaurateur peut espérer qu’en moyenne un client dépense 17,2 euros.

Donc, le chiffre d’affaires mensuel que peut espérer le restaurateur, s’il sert
500 clients, est 500 x E(X) soit 8 600 euros.

b. Soit Y le prix payé par un client apres la modification A et Z le prix payé par
un client apres la modification B.
Y=(1+£)xX= LLX.

100
Donc E(Y)=E(L1X)=11x E(X)=18,92.
D’apres I’énoncé, Z = X +1,donc E(Z)=E(X +1)= E(X)+1, soit
E(Z)=18,2.
E(Y)> E(Z) dong, s’il espere gagner le plus possible, le restaurateur choisira la
modification A.

I nArssANCES

A chaque naissance, notons F I’événement :« le petit est une femelle »
et M I’événement : « le petit est un male ».

4
D’apres I’énoncé, p(F) = 70 = 0,4, donc:

P(M)=1—p(F)=%=O,6 car M=F.
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Les trois naissances étant indépendantes, ou peut schématiser les différentes por-
tées possibles, en numérotant suivant 'ordre d’arrivée des petits :

1 petit 2¢ petit 3¢ petit Nofrélnbﬁlgg e
0,4 F 3
04 —F —— M 2
F < v
0.4 1 0.4 F, 2
0,6 M
. <,6 M, 1
0,4 F 2
04 —F 3
O’6 s 2 -0<,6 M3 1
M, 0,4 F, 1
0,6 M2 '? M3 0

La propriété relative a la répétition d’expériences identiques et indépendantes

(voir le chapitre 7) permet d’en déduire la loi de X.

p(X =0)=p(MM,M,) = p(M)’ =0,6" =0,216.

(X =1)= p(FleMs) + p(M1F2M3) + p(MleFs)
=0,4%x0,6x0,6+0,6x0,4%x0,6+0,6x0,6x0,4=0,432.

De méme,

p(X =2)=0,4%x0,4%x0,6+0,4%x0,6x0,4+0,6x0,4x0,4=0,288.

Enfin p(X =3)=0,4’ = 0,064.

On résume ces résultats dans un tableau :

Nombre de femelles x; 0 1 2 3

p(X=x,) 0,216 | 0,432 | 0,288 | 0,064

Iﬁ On vérifie que: 0,216+0,432+0,288+0,064=1.

A vrAI oU FAUX ?

o, .1
Les 10 secteurs ont tous la méme probabilité de sortie : T

Soit X le gain (algébrique) du joueur. La loi de probabilité de X est :

-10 =5 0 3 8 12

01 |2%x0,1=0,2|4x0,1=0,4| 0.l 0.1 0,1

a. Le joueur est gagnant si X > 0.

p(X>0)=p(X =3)+ p(X =8)+ p(X =12)=0,1+0,1+0,1=0,3.
L’affirmation est vraie.

b. Le joueur est perdant si X <0 .

p(X<0)=p(X =-10)+ p(X =-5)=0,1+0,2=0,3.

L’affirmation est vraie.
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c. Lejeu e%t équitable si £(X)=10
E(X)= le. x p(X =x,) (voir le cours I1.2.)

=-10x0,1+(-5)%x0,2+0x0,4+3x0,1+8x0,1+12x0,1=0,3.
E(X)>0, donc le jeu est favorable au joueur : il n’est pas équitable.
L’affirmation est donc fausse.

lib Le jeu n'est pas équitable, alors que a. et b. sont vraies.
Pour qu'un jeu soit équitable, ce n'est pas la probabilité de « gagner » ou de
« perdre » qui compte, mais le gain qu'on peut espérer en tirer.

DES ICOSAEDRIQUES

Les dés sont bien équilibrés, donc chacune des 20 faces a la méme probabilité de
sortie : elles sont équiprobables.

Donc, pour chaque dé¢, la probabilité¢ d’obtenir 1 est p(l) = % = % , la probabi-
lité d’obtenir 2 est p(2) = S l celle d’obtenir 3 est p(3) = S l
P=5% " P2 %"

On peut alors représenter le lancer de ces deux dés a I’aide d’un arbre pondéré :

. , Somme S
It dé (rouge par ex.) 2¢ dé (vert par ex.) obtenue
1
5 1 2
1 + 2 3
1
2 % 3 4
1
) 1 3
1 1
y 2 y 2 4
1
7T 3 5
1 1
n 3 1 4
3 : 2 5
1
T 3 6

Tout se passe comme si on avait répété deux fois la méme expérience de fagon
indépendante, ce qui nous permet de multiplier les probabilités le long des
branches pour obtenir la loide S :

I 1 1 2 1

p(S = 2)—— — p(S=3)= —>< +—X—=—=—;
27274 2747472787,
1 1.1 1 1 1 5 111 1 1
S =) s X d XX = p(S=5) =X X =
PO =)= Xt X X 16 PO == v Ty
111
S=6)=—x—=—.
PIS=6)=7%7=T
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D’ou le tableau :

Somme
2 3 4 5 6
obtenue x,
1 1 S 1 1
p(S=x) 4 4 16 8 16

l/:] On ne peut pas simplement compter le nombre de branches favorables a

l'événement (S=2) et diviser par le nombre total de résultats, car les numéros
obtenus par chaque dé ne sont pas équiprobables. Il faudrait créer un arbre
avec les résultats des 20 faces du premier dé, suivis des 20 faces du second :

20x20=400 résultats équiprobables... c'est bien trop fastidieux !

) seconD DEGRE

a. Les couples (b;¢) sont obtenus par tirages successifs de deux boules parmi 4
indiscernables au toucher, donc équiprobables :ily a 4 x 4 =16 couples possibles,

o |
chaque couple a ainsi une probabilité 16 d’étre obtenu.

On peut donc associer a ’ensemble des couples la loi équirépartie.

b. Le nombre de solutions réelles de I’équation du second degré x* + bx +c¢ =0

dépend du discriminant A = b* —4 x 1 x ¢ = b> — 4¢ selon la régle suivante :
siA>0, S=2;siA=0, S=1;s1 A<0, S=0.

On obtient donc :

A=-3
S=0
A=0
S=1 S
A=5 A=1 A=-3 A=-7
S=2 S=2 S=0 S=0
A=12 A=8 A=4 A=0
S=2 S=2 S=2 S=1
1 2
2_1 S
16 8 16

L’espérance de S est :

9 1 5

E(S):Ox—+1><—+2><—:§ =0,75.
16 8

8 16
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COURS

& METHODES

E) TIRAGES SANS REMISE

EXOS

& SUJETS

On note G le gain algébrique du joueur et S la somme regue :

On a alors par linéarité de I’espérance :
E(G)=E(S)-n.
Onnote V, et V, les boules vertes, J, J, et J, les boules jaunes.

1

G=S-n.

Puisque les tirages s’effectuent sans remise, on peut construire I’arbre suivant :

1°r tirage

2¢ tirage

<

I
w

—

w

<

=~

—

w

w

w

=~ < <

<<

w

—

Somme regue S

0
Ix1=1
I x2=2
1x3=3

0
3x1=3
3xX2=6
3x3=9
Ix1=1
1x3=3

0

0
2x1=2
2X3=6

0

0
3x1=3
3x3=9

0

0

Les boules sont indiscernables au toucher, donc ces 20 issues sont équiprobables.
On en déduit la loi de probabilité de la somme regue S :

E(S)=0x0,4+1x0,1+2x0,1+3%x0,2+6x0,1+9x0,1

=24.

Donc E(G)=E(S)—n=2,4—n.Ainsi:

E(G)>024-n>0
S-n>-2,4
S n<2,4.

Donc la mise entiere maximale qui permet au jeu d’étre favorable au joueur est

n=2.
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[ Au cHoIX

1. Pour chacune des 4 questions, il y a 3 réponses.

Ilyadonc 3x3x3x3=281 fagons équiprobables, si ’on répond au hasard, de
compléter ce questionnaire.

X =4 lorsqu’on a trouvé les 4 bonnes réponses, c’est-a-dire avec 1 chance sur
81, et non pas 1 chance sur 5 s’il s’agissait de la loi équirépartie sur {0;1;2;3;4}.
Donc X ne suit pas la loi équirépartie sur {0;1;2;3;4}.

2. Pour une question donnée, on note J I’événement : « la réponse donnée est
juste » et F : «la réponse donnée est fausse ».

Le choix se fait au hasard parmi les 3 réponses proposées, dont une seule est cor-
recte, donc :

1 2
p(D)=7 et p(F)=7.

On peut modéliser la situation par un arbre pondére, les réponses aux questions
pouvant étre considérées comme quatres répétitions indépendantes d’'une méme
expérience.

Question Réponses I\igg:)?lrsis)(
! 2 3 1 4 justes
b §<J 15,50, 4
J < % 1 FJLJLF 3
% — <3J JIL,EJ 3
I 3 1 % FIJJLEF 2
1 : < JIEILL 3
% - < $ 1 FJFEILF 2
2 . <3J JEFEIL 2
. % FIFFEF |1
1
. ; §<J F11J 3
I < % 1 FFJLJLE 2
% S F <3J FJ,FIJ 2
F 3 1 % FFJ,FEF 1
3 JFEF LI 2
% - % J?Fﬂggg 1
2 . <3J FFFEIJ 1
. % FFFFF 0
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En multipliant les probabilités le long des branches, on obtient :

. (20 16
p(X=0)=p(FlF2F3F4)=P(F) - 3 =E'
pX == p(J1F2F3F4) i p(F1J2F3F4) o p(F1F2J3F4) i p(F1F2F3J4)
1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1
SoXSX X+ SX XXX XX o+ X=X =X —
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33
2V 1 32
X=)=4x|-| x=-=—.
ple=1, (3) 378l
2 2
Deméme:p()(=2)=6><(l x(g) =ﬁ=£
3 3 81 27
1y (2 8
X =3)=4x|=]| x|=]|==
AR (3 (3) 81
1
XY =4)=(=| = —
pee=a) (3) 81
On en déduit I'espérance de X :
E(X)=0x&+lx£+2x§+3xi+4xi=ﬁ=i.
81 81 81 81 81 81 3
3. a. 4 réponses justes apportent ¥ =4 x 3 =12 points ;
3 réponses justes et une erreur apportent ¥ = 3x3—1=8 points ;
2 réponses justes et deux erreurs apportent ¥ =2 x3 -2 x1=4 points ;
1 réponse juste et 3 erreurs apportent ¥ =1x3—-3x1=0 point,
4 réponses fausses apportent ¥ = —4 points.
A T’aide de I’arbre, on obtient la loide Y :
—4 0 4 8 12
16 2 24 ] 1
81 81 81 81 81
E(Y)=—4x£+0x£+4xﬁ+8x§+12xi=% =i.
81 81 81 81 81 81 3

b. Le nombre de mauvaises réponses données est Z =4 — X.

Pour X bonnes réponses, on gagne 3X points.

Pour Z mauvaises réponses, on gagne —1x Z = —(4— X) = X — 4 points.
La note obtenueest donc: ¥ =3X +(X —4)=4X — 4.

Par linéarité de I’espérance, on trouve alors :

E(Y):E(4X—4):4E(X)—4:4><§—4:g.

LANCER DE DE

a. Les gains possibles sont les suivants :

Face obtenue 1 2 3 4 5
Gain x, -1 2 3 —4 -5
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Le dé n’étant pas truqué, chacune des 6 faces a la méme probabilité¢ d’apparaitre.
La loi de probabilité associée a cette épreuve est donc :

Gain x; -1 -2 3 -4 -5 6
orobaniis » R 1 1 1 1 1
— robabilité p, 5 5 5 ; 5 5
lﬁ Le gain peut étre négatif !
b. Détaillons les calculs pour information.
* Pour I’espérance de X,
1 1 1 1 1 1 3
E(X)=-1x—==-2X—=43x—-—-4X—--5x—4+6x—=-—=-0,50.
6 6 6 6 6 6 6
Cela signifie qu’en moyenne, le joueur perd 0,50 €.
Le jeu n’est donc pas équitable.
* Calcul de la variance :
Gain X, -1 -2 3 -4 -5 6
(x, - E(x)) 0,5 -1,5 3,5 3,5 4.5 6,5
(x, - E(x))’ 0,25 2,25 12,25 1225 | 2025 | 4225
1
robabilité p, 6 6 6 6 6 6
1 1 1 1 1 1
V=0,25x—=+225x—+12,25x —+ 12,25 x — + 20,25 x — + 42,25 x —.
6 6 6 6 6 6
V(X)= 89,5 ~14,92 a 107 preés.

l/:] Sans justification signifie : « a l'aide des outils statistiques de la calculatrice ».
Voir la méthode 2.

DES PANNES
On peut schématiser le probléme a ’aide d’un diagramme de Venn.

Aucun
défaut

Défaut a Défaut b

Téléviseurs

10 — 2 = 8 % des téléviseur souffrent seulement du défaut a.
7 -2 =5% des téléviseurs souffrent seulement du défaut b.
100 — (8 + 2 +5) = 85 % des téléviseurs n’ont aucun défaut.
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Le bénéfice B est de :

500 — 200 = 300 euros si le téléviseur n’a aucun défaut ;

500 — 200 — 50 = 250 euros si le téléviseur a seulement du défaut a ;

500 — 200 — 100 = 200 euros si le téléviseur a seulement du défaut b ;

500 — 200 — 100 — 50 = 150 euros, si le téléviseur a les deux défauts a et b.

Il'y a équiprobabilité du choix du téléviseur, donc la loi du bénéfice B est :
b, 300 250 200 150

p(B=b) 0,85 0,08 0,05 0,02
E(B) =300 x 0,85 + 250 x 0,08 + 200 x 0,05 + 150 x 0,02 = 288.

EE]l TIRAGES AVEC REMISE

a. On répéte trois fois la méme expérience de fagon indépendante.

A chaque tirage, notons R I’événement : « la boule tirée est rouge », V 1’événe-
ment : « la boule tirée est verte » et B I'événement : « la boule tirée est bleue ».
Les boules sont indiscernables au toucher, donc leurs tirages sont équiprobables

et:
3 3 2 5
p(V) 3723510 0,3; p(R) 10 0,2 et p(B) 10 0,3,
On s’intéresse seulement a la couleur rouge, c’est-a-dire aux apparitions des évé-
nements R et R.Ona p(R)=0,2 doncp(R) =1-p(R)=0,8.
On obtient un arbre pondéré ayant 2° = 8 branches.

Ier tirage 2¢ tirage 3¢ tirage Nombre X de boules rouges
02 R 3
R < _
0,2 0,8 R 2
R
0,2 _ 02 R 2
R
0.8 —R 1

(=)
o
=
/\o
~ =
—_ o

0,8

=l

0,2 R 1
PR
0.8 R 0

p(X =0)=0,8 = 0,512

p(X =1)=3x%0,2x0,8 = 0,384

p(X =2)=3%0,8x0,2" = 0,096

p(X =3)=0,2° = 0,008.

b. On connait la probabilité d’obtenir au moins une boule rouge :
p(X=1)=p(X =)+ p(X =2)+ p(X =3)=0,488.

I{b Autre méthode : p(X =1)=1-p(X=0)=1-0,512=0,488.
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Si'Y désigne le nombre de boules bleues :

p(Y=2)= p(Y =2)+ p(Y = 3),
On dresse un nouvel arbre ou on ne s’intéresse cette fois qu’a I'apparition de la
couleur bleue. p(B)=0,5 donc p(B) =0,5. On peut méme ne représenter que
les branches qui contiennent 2 ou 3 boules bleues :

0,5 B
05 B §
05 P < 03 B
’ 05 ~B——
0.5 B
05 P B
El E <

Onaalors p(Y =2)=3x0,5" et p(Y =3)=0,5 donc:
p(Y=2)=4x%x0,5=0,5> p(X=1): Paul araison !

MARCHE ALEATOIRE

1. Simulation

a. X représente I’abscisse du pion ;

t représente le total des points obtenus au cours d'une partie ;

i représente le numéro du déplacement au cours d’une partie ;

S représente le nombre total de points obtenus au cours des 10 000 parties ;

m représente la moyenne des points obtenus sur les 10 000 parties.

b. z sert a décider si le pion se déplace vers la droite (si z = 0), ou vers la gauche (si
z=1).

z ayant une chance sur deux d’étre égal a 0, la régle du jeu est respectée.

c. Voici le script écrit en Python :

1 from random import randint 12 t=t+3
2 S=0 13 elif x==3:
3 for ninrange(10000): 14 t=t-4
4 x,t=0,0 15 elif x==-2:
5 foriin range(4): 16 t=t-2
6 z=randint(0,1) 17 elif x==-4:
7 if z==0: 18 t=t+5
8 x=x+1 19 S=S+t
9 else: 20 m=S/10000

10 x=x-1 21 print(m)

11 if x==2:

10 simulations renvoient (par exemple !) les valeurs suivantes pour m :

0,3154;0,3111;0,3386;0,2551 ; 0,3417 ;0,3027 ; 0,3562 ; 0,3182; 0,3216 ; 0,3104.
On observe que la moyenne des points obtenus, ¢’est-a-dire 'espérance empirique
du nombre de points, est positive : le jeu semble favorable au joueur.
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2. Modélisation

a. On note D I’événement : « le joueur déplace le pion d’une case vers la droite »
et G I’événement : « il le déplace d’une case vers la gauche ».

Abscisses Total des points

successives
D 1,2 3 4 +3-4=-1
D<
b G 1,2 3 2 +3-4+3=+2
D 1,2 1,2 +3+3=+6
G<
b G 1,2, 1,0 +3
D 1,0 1,2 +3
D<
G 1,0, 1,0 0
G
D 1, 0-1,0 0
G<
G 1, 0,-1,2 -2
D -1, 0, 1, 2 +3
D<
G 1,0, 1,0 0
D
D -1, 0,-1, 0 0
G<
G -1, 0,-1,2 -2
G D 1,21, 0 -2
D<
< G -1,-2,-1,-2 -2-2=-4
G

D 1,232 2-2=4
G <

G -1,-2,-3,-4 -2+5=+3
Les déplacements successifs étant équiprobables, ces 16 chemins le sont.
On en déduit la loi de probabilité de 7" :

2 1 0 2 3 6

3 1 o4 1 1 14 10 1

16 16 16 4 16 16 4 16
E(T)=—4><l+(—2)><i+(—1)><i+0><l+2><i+3><l+6><L
8 16 16 4 16 4 16

E(T)= % =0,3125.

On a bien E(T)>0, et la valeur de 0,3125 est « assez proche » des résultats ob-
tenus par simulation.
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b. La case d’abscisse 4 n’est atteinte que pour le premier chemin, le seul a rappor-
ter +3 —4 = —1 points.

Elle rapportera p points supplémentaires, avec la probabilit¢ —. Le jeu est équi-
table si, et seulement si: E(7) = 0, ce qui équivaut a :

> + p X L. 0
16 P16
Donc le jeu est équitable si, et seulement si, p = —5.
c. On peut réutiliser I’arbre, mais en pondérant chaque branche menant a G de
0,6 et chaque branche menanta D de 1- 0,6 = 0,4.
On obtient alors la loi suivante :

0,0256 | 0,2304 | 0,0384 | 0,264 | 0,0384

Par exemple :

p(T=-4)=p(-1;-2;-1;-2)+ p(-1;-2;-3;-2)
= p(GGDG) + p(GGGD)
=0,6x0,6x0,4x0,6+0,6%x0,6%x0,6x0,4=0,1728.
D’ou I’espérance :
E(T)=-4x%x0,1728 + (-2) x 0,2304 + (1) x 0,0256 + 0 x 0,2304
+2 % 0,0384 +3x 0,264 + 6 x 0,0384
E(T)=-0,0784<0.
Dans ce cas, le jeu est défavorable au joueur.

m TIRAGES AVEC REMISE

a. Les deux tirages successifs sont identiques et indépendants. Les choix des
n+n—5=2n-35 boules sont équiprobables. Si on note B 1’événement :« la
boule tirée est blanche » et N I’événement :« la boule tirée est noire » a chaque

tirage on a :
»(B) = nombre de cas favorables ler tirage 2¢ tirage
= : "
nombre de cas possibles n_35 B,
_n
2n-5 n B,
n—>5 2n-5
N) = . n—>5
p(N) P p3 N,
On peut donc représenter le jeu
par 'arbre pondéré ci-contre :
n
2n-35 B,
n-35
2n—15 N,
n-35 N,
2n—>5
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Iﬁ Pour la construction et l'utilisation de l'arbre : voir le chapitre 8.

Si on note G le gain algébrique du joueur :
*G = -1 lorsque 'on tire B B, ou N N,, événements incompatibles, donc

PG =)= p(B) + p(N): =" )2+(n_5)2

2n->5 2n-15
2 2 _ 2
p(G=—1)= n 2+n 10n+225=2n 10n+2-25
(2n-5) (2n-5) 2n-Y5)
G =1 lorsque I'on tire BN, ou B,N,, ¢vénements incompatibles, donc :
— — 2 —_—

PG =1)= n 5+n 5>< s Sn2
2n —5 2n—5 2n—-5 2n-5 2n-9)
2n* —10n

G=l)=—=.
PG=D=on sy
lf] Autre méthode

plG=1)=1-pG=-1)

L’espérance du gain est donc, pour n=5 :
2n* —10n + 25 2n —IOn 25
o > <0
(2n-15) (2n—5) (2n—5)

Le jeu est toujours défavorable au joueur !

E(G)=-

b. On a cette fois :

2n* —10n + 25 2n* —10n
G=-1)="""""=2 ¢t p(G=2)="——".
PG == sy == 5y
E(G) = - 2n2—10n+25+ ><2;12—1011
B (2n —5) (2n-5)
E(G)_—2n2+10n—25+4n2—20n
(2n-5)
2_ p—
E(G):Zn 10n225
(2n-15)

Pour n=5 (2n—-5)*>0, donc E(G) a le méme signe que 2n* —10n — 25.
Considérons le polynoéme du second degré 2x* — 10x — 25.
Son discriminant est A = (=10)* — 4 x 2 x (=25) = 300 > 0.

Il'a donc 2 racines x, = +102 X\/zw ~-1,83 a4 107 pres.
X, = @ ~ 6,83 2 107 pres.
Puisque a = 2> 0 on obtient le tableau suivant :
X —oo X, X, +o0
2x2—10x - 25 + 0 - 0 +

Comme n=5, 2n* =10n-25>0 & n>x, & n=7.

Le jeu est donc favorable au joueur dés que n=7.
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Fld uNE MARTINGALE
1. Dans ce script f vaut 0 si la piece donne Pile et 1 si elle donne Face :

1  from random import randint
2  def gain_moyen(n):

3 G=0

4 for i in range(n):

5 S=20

6 m=1

7 f=0

8 while S>=m and f==0:
9 if randint(0,1)==0:

10 S=S-m

11 m=2*m

12 else:

13 S=S+m

14 f=1

15 G=G+S-20

16 return print(G/n)

lf] Ala ligne 13, le joueur regoit 2 fois sa mise, moins sa mise...

2. a. Le jeu s’arréte lorsque la piece tombe sur Face, ou lorsque le joueur n’a plus
assez d’argent pour miser.

Supposons donc que la piece tombe a chaque fois sur Pile, et notons S, la somme
dont dispose le joueur au bout de n lancers (on a bien S, =20 pour n=0,
c’est-a-dire avant le 1¢ lancer).

Pour n=1, S, =S, —1=19, car le joueur a mis¢ 1 euro.

Pour n=2, S, =8 -2x1=17, car le joueur a doublé sa mise.

Deméme: §,=5,-2x2=13 et §,=5,-2x4=35.

Le joueur doit s’arréter, car il ne peut miser les 2 x 8 =16 euros prévus dans sa
stratégie. Ainsi, le nombre maximal de lancers est NV = 4.

lﬁ La mise au n-iéme lancer est de 2" euros. Les mises perdues se cumulant a
chaque lancer, on a donc, pour tout 7 :

sn=so—(1+2+22+...+2"-1)=50—2 -

=5,+1-2"

Quelle que soit la somme S dont le joueur dispose au départ, le jeu s'arrétera des
que la somme dont il dispose a l'issue du n-iéme lancer est inférieure a la mise du
(n+1)-iéme lancer:

5 <2 oS5 +1-2"<2"
©2"+2">5 +1.

Ce qui ne manque jamais d'arriver !
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b. Notons G le gain algébrique du joueur.

On peut schématiser les résultats a ’aide d'un arbre pondéré représentant 4 lan-
cers indépendants, identiques d’une piece bien équilibrée.

On va se contenter ici des branches qui nous intéressent réellement d’apres la
régle du jeu :

1™ picce 2¢piece 3¢ piece 4 piece Gain
L g 1+2x1=1
2
1 7 F ~1-2x1+2x2=1
2 P 1
5 F —1-2X1-2X2+2x4=1
1 RNy
2 P 1
bl F —1-2%x1-2%x2-2%x4+2x8=1
1
2 P
% P —1-2x1-2x2-2x4-2x8=-15

En multipliant le long des branches de 'arbre pondéré, et a I’aide de la formule
des probabilités totales, on obtient la loi du gain G :

! 1.1 1_1_1 1 _1_1_1 15
P(G=D=—+-X—-+-X—X—+—X-X—X—=—.
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 16
It 1
G=-15)=(=| =—.
. : (2) 16

lﬁ] Pour la construction et l'utilisation de l'arbre : voir le chapitre 8.

D’ou I’espérance du gain :
1

==

15
E(G)=1x—+(-15
(G, (o) -

Le jeu est équitable.
Le gain maximal obtenu avec cette stratégie est de 1 euro.

La perte maximale, bien qu’assez peu probable (1 chance sur 16), est par
contre de 15 euros.

Cette stratégie ne permettra pas de s’enrichir, mais risque de « ruiner » le
joueur.
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LA METHODE DE MONTE-CARLO
1. M(x; p) estalintérieur ducarré OIKI @ 0<x<let 0<y<]l.
2. a. Laire du carré est 1 x 1 =1 unité d’aire.

. . 1
L’aire du quart de disque & est 2 xmux1® = % .
T
Donc la proportion p est égale a = = %

b. Le disque de centre O(0;0) et de rayon 1 est I'ensemble des points M de coor-

données (x;y) du plan tels que OM <I1.

Or OM? = (x,, — x> + (1, — ¥, = x* + »*, donc si M(x ; y) est un point du plan,

M est a I'intérieur du disque de centre O etderayonl & OM <1 & x* + > <1.

Donc, si M(x; ) est un point a I'intérieur du carré OIKJ :
MEY & x> +y'<1.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
x=np.random.random(10000)
y=np.random.random(10000)
n=0
foriin range(10000):
if x[iI**2+y[i]*2<=1:
plt.scatter(x[il,ylil,color="r’)

0 30 01 &~ W N =

9 n=n+1
10 else: plt.scatter(x[il,ylil,color="b’)
11 plt.axis(‘equal)
12 plt.show()
13 print(«La proportion de
points a l'intérieur de D est f
=»,n/10000)

lﬁ] Linstruct ion plt.axis(‘equal’) permet d'obtenir un repére orthonormé.
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4. L’exécution du script donne (par exemple) :

1,0+
0,81
0,61
0,41
0,21
0,0

-0,20,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

La proportion de points a I'intérieur de & est f'= 0,7 847.

1 !
Alors f———=0,7847 - —— = 0,7747 et
ors f =7, 10 000 ¢
! 1
bt = 0,7847 + ——— = 0,7947 .
Ui J10 000

On en déduit 0,7 747 s%s 0,7947 < 3,0988 < <3,1788.

C’est conforme a 1t = 3,14 a 102 prés.
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10 Calcul vectoriel
et produit scalaire

Il PRODUIT SCALAIRE

1. Définitions du produit scalaire

DEFINITION : Soient A, B, C trois points tels que A #B et A #C.

Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

On appelle produit scalaire de AB et AC le réel, noté AB- AC, défini par:

AR AC = AB x AH si AB et AH sont de méme sens ;
—AB x AH si AB et AH sont de sens contraire.
lc]Onal'égalité AB-AC=AB-AH. L

C C

C
A H B H A B A=H
AB-AC=AB-AH=ABxAH AB-AC=AB-AH=-ABxAH AB-AC=0

THEOREME : Soient A, B et C trois points tels que A # B et A # C, alors :

AB-AC = AB x AC x cos(BAC)

DEFINITION : Soient # et v deux vecteurs du plan.
« Si les vecteurs # et v sont non nuls, en notant # = AB et v=AC deux
représentants respectivement de # et v, on appelle produit scalaire de u et
de v leréel, noté u - v, défini par :

ii-v=AB-AC.
* Si'un des deux vecteurs # ou v est nul, on pose #-v = 0.

2. Orthogonalité

DEFINITION : Soient # et v deux vecteurs non nuls du plan.

On dit que les vecteurs # et v sont orthogonaux si, en notant AB et AC
deux représentants respectivement de u et v, les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.

De plus, on convient que le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur du plan.
On écrit alors u L v.

THEOREME : Deux vecteurs du plan sont orthogonaux si et seulement si leur
produit scalaire est nul.
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3. Expression du produit scalaire en repéere orthonormal
DEFINITION : Un repére du plan (O; i; f) est dit orthonormal si :

ij=0 e [i=]j]=1. L

PROPRIETE : Dans le plan muni du repére orthonormal (O;i ;j), le produit
scalaire des vecteurs #(x;y) et v(x";y’) vaut:

-

‘H'V:xx’+yy’

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(8

lf] Remarque: G-i=x*+y” =|d[? et on retrouve la formule [d]=+/x? +y?.

4. Propriétés algébriques du produit scalaire
THEOREME : Soient #, v et w des vecteurs du plan, et k un réel.

[ ]
NI
=

VAWt (V) W= AT
V) et @-(kv) =k x (ii-7).

COROLLAIRE : Soient A, B, C, D quatre points D

telsque AzBetC=D. !
) ) - C

En notant C’ et D’ les projetés orthogonaux

sur la droite (AB), alors : :

A B C D’
AB-CD = AB-C'D = AB-CD’ =AB-CD’.

31 APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

1. Dans un triangle quelconque

THEOREME D'AL-KASHI : Soit ABC un triangle quelconque du plan :
IBC’ = AB® + AC’ — 2AB - AC|

Ou encore : BC* = AB’+AC? -2 x AB x AC x cos(B/ATj) .

PROPRIETE : Soient A et B deux points du plan et I le milieu de [AB].
Pour tout point M du plan,

2
MA - MB = oMi - 2B

2. Sur un cercle

PROPRIETE : Soient A et B deux points distincts du plan.
M appartient au cercle de diameétre [AB] si, et seulement si,

MA - MB = 0
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METHODE I

Déterminer le produit scalaire AB - AC a partir d’'une figure
=» Voir les exos 2, 11 et 14.

On se pose les questions suivantes :

Etape 1. Connait-on le projeté orthogonal de B sur (AC) ou celui de C
sur (AB) ?

Dans ce cas, on applique la définition avec le projeté orthogonal.

Etape 2. A-t-on des informations permettant de calculer la mesure de
I’angle BAC ? Dans ce cas, on applique le théoréme faisant intervenir le
cosinus de I’angle.

Etape 3. Si I'on ne dispose d’aucune de ces données, on peut tenter de
décomposer chacun des vecteurs AB et AC de fagon a faire apparaitre
des vecteurs orthogonaux.

Exo résolu

Dans la figure ci-contre, ABC = 60° et Hest le pied de la hauteur issue de
A du triangle ABC.

Ondonne BC=5 BH=4et AH="7.

Le point E appartient au cercle de centre B passant par H et BE = 4DE .

A
E
D
60°
-
B H C

1. Calculer BA -BC et AB-AC.
2. Calculer BH-BD.

CORRIGE
1. Etape 1. On connait le projeté orthogonal de A sur (BC), c’est le point H.
Donc on utilise la définition :

BA -BC = BH-BC = BH x BC = 4 x5 = 20.
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-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

Etape 3. On ne connait ni le projeté orthogonal de B sur (AC) ni celui de
C sur (AB) ni la mesure de BAC.
On décompose :
AB-AC = (AH + HB) - (AH + HC)
—AH-AH+AH -HC + HB-AH + HB- HC
= AH’ +0+0-HBx HC
=7 -4x1=45.
2. Etape 2. BH-BD = BH x BD x cos(HBD).
Or HBD = CBA = 60° et BD=%BE=%BH=3.

D’ou ﬁ~ﬁ5=4x3xcos(60°)=12x%=6.

METHODE Bl

Déterminer le produit scalaire AB - CD a partir d’'une figure
=¥ Voir les exos 1 et 15.

Etape 1. Si I’on connait les projetés orthogonaux C’et D’ de C et de D sur
la droite (AB), alors on utilise la relation :

AB-CD = AB-CD’.

Etape 2. Si 'on veut déterminer un produit scalaire de la forme AB-CA
ou BA-CA, on applique les égalités CA=-AC ¢t BA=—AB pour
I’exprimer en fonction de AB-AC, et on est ainsi ramené a la méthode 1.

Exo résolu
ABCD est un rectangle de centre O.
1. Exprimer DO - AB en fonction de AB.
2. Que vaut CA AB?
CORRIGE I
1. Etape 1. Puisque le projeté orthogonal
de D sur la droite (AB) est A et que celui
de O sur (AB) est le milieu I de [AB], alors :

AB’

DO-AB=Al-AB=AIxAB= 5

A B

2. Etape 2. Puisque le projeté de C sur la droite (AB) est B, alors :
CA-AB=-AC-AB=-AB-AB=-AB’.
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METHODE E1

Reconnaitre les ensembles de points

=» Voir les exos 6, 10 et 11.

En travaillant par équivalence, on aboutit a 'une des situations de la
colonne de gauche du tableau. Il faut ensuite savoir reconnaitre ’ensemble
des points M vérifiant cette condition.

Soient A, B, C trois points et 7 un vecteur non nul.

Ensemble des points M Nature
du plan tels que :
AM =0 Le point A
AM = r(r>0) Le cercle de centre A et de rayon r
AM = AB Le cercle de centre A passant par B
AM-BM =0 Le cercle de diamétre [AB]
AM = BM La médiatrice du segment [AB]
AM -BC =0 La droite perpendiculaire a (BC) passant par A
AM-7i=0 La droite passant parA de vecteur normal 7
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EXOS & SUJETS

TESTER SES CONNAISSANCES

PROJECTIONS ORTHOGONALES | % | & 10 min | » . 305 |

ABCD est un trapéze rectangle de bases [BC] et [AD]. Les droites (AB) et
(CD) se coupent en E. K est le pied de la hauteur issue de C du triangle
BCE, et H est le pied de la hauteur issue de D du triangle ADE .

a. Justifier les égalités CE-AB=CE-DC=CE-AC=CE-DB=KE-AB
b. Déterminer tous les produits scalaires égaux 8 AB-CD.

E
H
A D
K
B C
lﬁ On doit en trouver six.
[E3 AvEc DES ANGLES EN RADIANS | %% | & 20 min | » P. 305 |

Les questions 1. et 2. sont indépendantes

1. Soit ABC un triangle rectangle isoceéle en B et I le milieu de [AC].
On note a la longueur du c6té AB. Exprimer en fonction de « :

a. AB-AC b. AB-BC c. AC d. CB-IC

2. ABC est un triangle tel que ABC = % et ACB = g

H désignant le pied de la hauteur issue de A, on a de plus HC = 1.
A

T
BA 4
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a. Démontrer que AH = BH = /3.

) tanACH = ...
b. En déduire que AB-AC =3-./3.

c. Démontrer que BAC = %’ puis déterminer la valeur exacte de cos(%) .

[E] ENSEMBLE DE POINTS ET COORDONNEES | %% | & 20 min | » P. 307 |

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O i; f) .
On considére les points A(5;—2), B(=7;4), M(x;y) et N(3;y).
A quelle condition a-t-on :

a. ON-AB =0 b. AB-OM =5
c. ANB rectangleen A d. MAO rectangle en O
e. MA-MB =0 f. ANB rectangle en N

lﬁ) Voir la méthode 3.

A cALcuLs EN REPERE ORTHONORMAL | % | & 20 min | » P. 307

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O i; f) .
Les questions 1. et 2. sont indépendantes.
1. On considére les vecteurs ﬁ( _3 ; 0) , V(l - é) et sz(l i— i) .
2 34 3
a.Calculer # -V, u-w,puis v-w.
b. En déduire (i +¥) - et 3u-(V — 7).
2. Déterminer, dans chaque cas, si le repére (O;u;V) est orthogonal,
orthonormal ou ni I’'un ni 'autre.

a. a(ﬁ--l) et 7( - --ﬁ)

27 2 2’ 2
b ﬁ——7+£7 et?—éiﬁ+éﬁ
5' s/ 30 T/

C. il = cosBi + sinef et ¥ = —sin@i + cosG]’, 0 désignant un réel quelconque.
lf] Voir le cours |.2.

B3 proDUIT SCALAIRE EN PYTHON | * | & 10 min | » . 308 |

Ecrire en Python une fonction donnant la valeur du produit scalaire de i et
v, dont les coordonnées en repére orthonormal sont u(x, ; y,) et v(x, ; y,).
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EXOS & SUJETS

I3 ensemBLE DE POINTS | * | & 10 min | » . 308

Soit A, B deux points du plan ; on note I le milieu de [AB].

a. Démontrer que pour tout point M du plan :
MA + MB = 2MI.

b. Déterminer et dessiner I’'ensemble des points M du plan tel que :
[IMA + MB]| = 3AB.

A Avec DEs NoRrMES | %% | & 15 min | » . 309 |

a1 , i -1 - - - - crr , .
1. En utilisant I'égalité |ju +v|[ = (u+v)-(u+v) et les propriétés algébriques
du produit scalaire, démontrer que :

N Y O R,
u'v=5(||u+VI| — [l 1B ).
2. Application : soient # et v deux vecteurs du plan vérifiant [ji +v]|=9,
[[u]| = 4 et |]|= 6. Calculer :
a. -y b. | — V| e (i+7V)-(i-7) d. Qu-2v)-v
S'TENTRAINER
[} inDENTITE D'APOLLONIUS | * | & 10 min | » . 310 |

L’objet de cet exercice est de démontrer le résultat suivant :
« la somme des carrés des diagonales d’un parallélogramme est égale a la
somme des carrés de ses cOtés ».
Soit donc ABCD un parallélogramme.
a. Montrer que :
AC? = AB? +2AB-BC +BC? et BD” = BC? +2BC-CD + CD’.
b. En déduire I’égalité d’Appolonius.

[E) reLATION D'EULER | %% | & 15 min | » . 310 |

a. Soit ABC un triangle.
Démontrer que, pour tout point M du plan :

AM-BC+BM-CA +CM-AB = 0.
lf] On pourra décomposer les vecteurs BM et CM en BA+AM et CA+AM.

b. Soit ABC un triangle. On veut démontrer que ses hauteurs sont
concourantes. Soit H le point d’intersection de la hauteur issue de A etdela
hauteur issue de B du triangle.

A T’aide de la relation d’Euler, démontrer que CH-AB =0 et conclure.
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ENSEMBLES DE POINTS | %% | & 30 min | » . 310 |

Dans tout cet exercice, A et B sont deux points distincts, et I est le milieu du
segment [AB].
1. Démonstration de cours :

a. Soit M un point quelconque du plan. Démontrer que :

2
m.szlz—ATB.

l{b On remarquera que MI-1A+Mi-IB=0.

b. En déduire la nature de ’ensemble des points M du plan tels que :
MA - MB = 0.
2. On suppose dans cette quesiton que AB=1.
Soit (‘6) un cercle de centre 1 et de rayon 2.
Démontrer que, pour tout point P du cercle, le produit scalaire PA - PB est
constant, et donner sa valeur.
3. On suppose dans cette question que AB = 6.
a. Déterminer I'ensemble € des points M du plan tels que MA - MB = 7.

l{b On pourra montrer que MA-MB =7 si, et seulement si, Ml = 4.

b. Déterminer de méme I’ensemble & des points M du plan tels que :

MA - MB = -18.
c. Déterminer enfin I'ensemble % des points M du plan tels que :
MA - MB = -9.
PROBLEME DE GEOMETRIE | %% [ & 30 min| » . 312 |

Soit ABC un triangle et I le milieu de [BC].
1. Construire les points D et E extérieurs au triangle et tels que les triangles
ABD et ACE soient rectangles isocéles en A .

2. Démontrer que les angles DAC et EAB sont égaux.
3. a. Démontrer que Al = %(KB + E) .
b. Etablir que :
Al-DE = 2 (AB-AE + AC-DA) .
4. a. Démontrer que AC-DA = -AB-AE.
b. En déduire que les droites (Al) et (DE) sont perpendiculaires.
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E¥] THEOREME DE LA MEDIANE | %% | & 30 min | » p. 313 |

Dans tout cet exercice, A et B sont deux points du plan, et 1 le milieu du
segment [AB].
1. En décomposant les vecteurs MA et MB en Mi+IA et MI+IB,
démontrer que :

EXOS & SUJETS

2
MA? + MB? = 2MTI® + AB )

2. On suppose de plus que AB = 4. Déterminer I'’ensemble des points M du
plan tels que MA* + MB® = k , pour les valeurs de k suivantes :
a. k=10 b. k=8 c. k=5

PREPARER UN CONTROLE

PRODUIT SCALAIRE ET PYTHON | %% | & 15 min | » p. 313 |

a. Le plan étant muni d’un repére orthonormé, calculer BAC sachant que
A(1;2),B(0;:)etC(-1;2)

b. Ecrire en Python une fonction donnant I’angle BAC a partir des
coordonnées des points qui seront définis par des listes (la fonction du module
math, acos correspond a la touche cos™ de la calculatrice).

FORMULE D’AL-KASCHI | k% | & 20 min | » . 314

Soit ABC un triangle. On note a = BC, b = AC et ¢ = AB.
1. Question de cours :
a. A Iaide de la relation de Chasles BC = BA+AC , démontrer que :
C? =BA’ + AC? +2BA - AC.
b. En déduire la formule d’Al-Kaschi : a® = b* + ¢* — 2bc x cosBAC.
2. Soit ABC un triangle vérifiant AB =5 cm, BAC = 30° et AC =4 cm .
Apreés avoir construit ce triangle, calculer la longueur du coté [BC].

F¥] proBLEME | %% | & 25 min| » p. 315

Soit ABC un triangle, et H le pied de la hauteur issue de A .
Le but de cet exercice est de démontrer I’équivalence suivante :

« ABC est rectangle en A si, et seulement si, AB* = BH -BC.»
1.a.On suppose que ABC est rectangleen A . Montrer que AB’ = CB-AB.
b. Montrer ensuite que CB - AB = CB - HB puis conclure.

2. Réciproquement : on suppose que Al AB? = BH - BC.
En décomposant le vecteur AC en AB+BC, calculer AB-AC,
puis conclure.
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ALLER PLUS LOIN

DROITE D'EULER | %% | & 25 min | » P. 315 |

Soit ABC un triangle quelconque et on note G le point de concours des
L1 1 , 2
médianes (on rappelle que G se trouve sur une médiane donnée aux 3 en

partant du sommet).

1. On note I le milieu du u segment [BC].

a. Exprimer le vecteur AB + AC en fonction de Al .

b. Démontrer que GA+GB+GC=0.

2. On appelle I' le cercle circonscrit au triangle, O son centre (on rappelle que
O est le point d’intersection des médiatrices de [AB] [BC] et [AC]) et soit H le
point du plan défini par OH = OA + OB +OC.

a. Démontrer OB + OC = 201, puis exprimer AH en fonction de OI .

b. En déduire que AH-BC=0.

c. En admettant que I'on a aussi BH-CA =0, que peut-on en déduire pour H ?
3. Démontrer que OH = 30G . Qu’en déduit-on ?

ERd Lo1 DEs sinus | %k %| & 25 min | » P, 316

Soit ABC un triangle non plat.

Onnote AB=c¢, BC=a et AC=b.

1. Soit H le pied de la hauteur issue de A du triangle ABC .

a. Exprimer la longueur AH en fonction de ’angle B, puis de ’angle C.

b. En déduire que :
b c

sinB h sinC’
2. Soit K le pied de la hauteur issue de B du triangle ABC .
¢

. . T
En procédant de méme, établir I’égalit¢ —— = ——.
sinA  sinC

b
smA smB sinC

3. Application

Un homme, situé sur la rive gauche d’un fleuve, souhaite mesurer la distance
entre deux arbres (M et N ) situés en bordure du fleuve. Pour cela, il dispose
d’une boussole.

Initialement placé en M, il mesure un angle de 135° a partir du point M
puis avance selon cette direction de 200 métres.

Il arrive ainsi au point P, d’ou il mesure que MPN = 20°.

Calcul vectoriel et produit scalaire 303



EXOS & SUJETS

N
135°(% Rive gauche
M
200 metres

A partir de ces données, déterminer la valeur exacte de la distance MN,
puis en donner une valeur approchée au centimétre pres.

FORMULE DE CAUCHY-SCHWARZ | &%k | & 20 min | » p. 317

Soient # et v deux vecteurs du plan.
a. Montrer que, pour tout réel ¢ :

i 4+ VI[ = 2 fll] + 202 - ) +[]F
b. Pourquoi peut-on affirmer que le polynome du second degré
P:¢— 2|l +2¢i -V +|[¥Il admet un discriminant A négatif ou nul ?
Quel est le signe, sur R, de P(t) ?
c. Montrer alors que :

-y <l x| -

d. En déduire la formule de Cauchy-Schwarz, valable pour tous les vecteurs
uetv:

|(2d - V) < [l | X [
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n PROJECTIONS ORTHOGONALES

a. Le projeté orthogonal de A sur (CE) est D donc CE - AB = CE - DB.

Le projeté orthogonal de B sur (CE) est C donc CE-AB=CE-AC.

Les projetés orthogonaux de A et de B sur (CE) sont respectivement D et C donc

CE-AB=CE-DC. R,

Le projeté orthogonal de C sur (AB) est K, donc CE - AB = KE - AB.

Finalement:

CE-AB=CE-DC=CE-AC=CE-DB=KE:-AB.

b. Par projection orthogonale sur (AB), on obtient :
AB-CD = AB-KH = AB-CH = AB-KD.

Par projection orthogonale sur (CD), on obtient :
AB-CD=DC-CD=AC-CD=DB-CD.

Finalement :

AB-CD = AB-KH = AB-CH = AB-KD = DC-CD = AC-CD = DB - CD.

ﬂ AVEC DES ANGLES EN RADIANS
1. a. @@= AB-AB, car B estle projeté orthogonal de C sur (AB).
Donc AB-AC = AB® = 4’.
b. ABC estrectangleen B donc:
AB-BC = 0.
c. AC* = AB* + BC’ = @’ + a° = 2a*, car ABC est rectangle en B.
Donc AC =2 x a.

A
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d. ABC étant isocele en B, la médiane (BI) est aussi la hauteur issue de B du
triangle, d’ou (BI) L (AC),
Alors :

CB-IC=CI-IC = -1C?
__<A_C)2__(@>2

2 2
L
4 27
2. 2.+ tan( L) < SOt PPOSE__ AHL
3 coté adjascent HC
: (n) V3
. sin 3l 5
Or, tan(—) = -2 - V3.
g
cos|— —
3 2

D’ou g—gzﬁ,soitATHzﬁ et AH =+/3.

°ABH:£etB/P—IX:£,donc len—ﬁ—f:l
4 2 4 2 4
Comme ABH = BAH, le triangle ABH est isocele en H .

Donc BH = HA = /3.

n

b. AB-AC = (AH + HB)- (AH + HC)
= AH’+AH-HC + HB-AH + HB - HC
=V3"+0+0-HBx HC (car HB et HC sont de sens contraire)
=3-J3xl.

AB-AC=3-43.

c.* BAC =n— ABC - ACB =

n n 12r-3n-4n  Sm

4 3 12 127
. A_B'-TczABxAcXcos(f—;‘),avec AB=+VAH>+HB? =/3+3 =6

et AC=+vAH>+HC?> =+v3+1=2 (théoréme de Pythagore dans ABH et
ACH rectanglesen H).

* D’apres b.,
AB-AC =3-+3 =6 x2xcos T—;)
(Sn) 3-v3  (3-V3)x6 3J6-3V2
Donc cos[— | = = = .
12 2J6 276 x /6 12
(Sn) J6 -2
CoOS|— | = —m—m.
12 4
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B ENSEMBLE DE POINTS ET COORDONNEES
a. OW(S);)/’) et E(—12;6) donc :
ON-AB=0 &3x(-12)+)’'x6=0
o S 6y =+ 36
ON - AB =0 y’ = +6 (équation de droite).
b. AB-OM=5&-12Xx+6Xxy=0
AB-OM =5 —12x + 6y — 5 =0 (équation de droite).
c. ANB est rectangle en A < AB L AN
& AB- AN = 0 avec AN(-2; )’ +2)
S—-12X%x(-2)+6x(y"+2)=0

—24
oy +2=—
g 6
ey=-4-2

&y’ = —6 (équation de droite).
d. MAO est rectangle en O OM L OA
&OM-0A =0
SxX5+yx(=2)=0
S5x=-2y=0
Sy= gx (équation de droite).
e. MA-MB=0 &(5-x)X(-7-x)+(2-y)x(4-y)=0
&-35+2x+x*-8-2y+y* =0.
o x’ +2x+y’ — 2y — 43 = 0 (équation de cercle).
f. ANB est rectangle en N < NA - NB = 0
SG5-3)x(T=3)+(2-y)x(4-))
&-20-8-2y"+y*=0
oyt -2y -28=0.
A=4-4x(-28)=116= (2\/ﬁ)2 , donc les racines sont :

yl’=72_2@=1—@ et y2’=1+@.
2

ANB est rectangle en N si, et seulement si, " =1—+/29 ou y’ = 1++/29.

CALCULS EN REPERE ORTHONORMAL

100 e e ey (—3)=—§ -3
3 4 6 6
*u W:——x1+0x(—i):—§.
3 2
S oo 1 3 4 1 4
cF B xle(-2)x(-5)=3+1-3
3 4 3/ 3 3
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35 (F—W) =3 -V -5 %)

6 3 2 2
L. 3 1 1 NE) V343
2.acu-v=—XxX|—-—=|+|—-—=|xX|—-——|=——F+—7=0,
2 2 2 2 4 4
donc (O ; # ;) est orthogonal.
. V3 ) 1y _3,1 1 3
Nl = (2] +(-3) =25 =1 et =542 =1
2 2 4 4 4 4
donc (O ; u ; v est orthonormal.
b.*ﬁ-V:§x§+ix§:1+1:2¢0,
5 3 5 4

donc (O ; u ; ¥) n’est pas orthogonal.

A fortiori, il n’est pas non plus orthonormal.

c.® -V =c0sOx(—sinB)+sinB x cos® = —sinO x cosO + sin® x cosO = 0,
donc (O ; u ; v) est orthogonal.

o @l = (cosB)* + (sinB)* =1

IFIf = (—sin®)* + (cos0)* = (sinB)* + (cosO)’ =1,

donc (O ; # ; ¥) est orthonormal.

I pRODUIT SCALAIRE EN PYTHON

def produit_scalaire(vect1,vect2):
resultat=0
foriin range(len(vect1)):
resultat+=vect1[il*vect2[il
return resultat

# Test de la fonction produit_scalaire

u=[2,1]

v=[1,-1]

print('le produit scalaire du vecteur de coordonnées ‘u, et du vecteur de
coordonnées ‘v, ‘ vaut ‘produit_scalaire(u,v))

KA enseEMBLE DE POINTS

a.Soit M un point quelconque du plan :
MA + MB = (MI+IA)+(MI+IB)_2MI+IA+IB

I étant le milieu de [AB], les vecteurs IA et IB sont opposés, donc IA = -IB.
Donc MA + MB = 2MI.

b. Soit M un point du plan,
|IMA + MB|| = 3AB & |2MI|| = 3AB & 2 x|[M|| = 3AB

||W+W3’]|:3AB@2><MI=3AB@MI=%AB.
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Donc I’ensemble des points M du plan tels que Hm + WH = 3AB est le cercle de

centre I et de rayon %AB .

AVEC DES NORMES

l.OnHa:%2 Lo 5 o =
||u+v|| =(u+v)-(u+v)=u-u+u-v+v-u+v-v=||u||z+2u-v+||v||
Donc: L S22 -
i+ 17 =i}~ B = 25
Doi -7 = (| + 71 - [af ~IFF).

29
5
b. En apphquant la formule de la questlon en remplagant v par —v , on trouve
(V)= (Ilu = VI =[BF =[] car [I-¥l]=[Wl,

. - o 2 2 1, o
Puisque # - (=V)=-u-v = —79 , alors e —(||u—v||2 -

2.2.4v=> (||u+||—||||—||||) ( -4 -6)=

4-6).
D'ou i — V][ = 6° + 4% — 29 = 23.
Donc |Jii — ¥|| = v/23 (car une norme est toujours positive).
. (U+V) (U=V)=t-Uu+V-u—-u-v+v-V
=||ii||2—||V||2 =16-36 = -20.
d. (3 —2¥) -V = 3ii 2||V||2

10

Calcul vectoriel et produit scalaire 309



X INDENTITE D’'APOLLONIUS
a. Il suffit d’appliquer le théoréme D’Al-Kashi :
AC? =BA® + BC? - 2BA-BC = AB*+ BC*+ 2AB-BC.
Sinon, on peut démontrer directement cette formule en utilisant la relation de
Chasles et les propriétés algébriques du produit scalaire :

AC? = AC-AC

=(AB+BC) - (AB+BC)
AC? = AB* + 2AB - BC + BC™.
De maniére analogue, on montre que :

BD’ = BC* + 2BC - CD + CD”.
b. AC? + BD? = AB + BC? + 2AB - BC + BC? + CD? + 2BC - CD
Les vecteurs AB et DC sont égaux, donc CD=-AB et:
2AB-BC +2BC-CD =2BC - (AB + CD) = 2BC - 0 = 0.

Et comme BC = AD, on a finalement : AC* + BD* = AB? + BC* + AD? + CD*.

n RELATION D'EULER
a.AM -BC+BM-CA +CM - AB
:m-@+(ﬁ+m)-@+(c_A’+m)-ﬁ
:m~(ﬁ+@+ﬁ)+ﬁ-@+@-ﬁ.
Or, (ﬁ+ﬁ')+ﬁ:ﬁ+ﬁ:ﬁ:6,et
BA-CA +CA-AB=CA  (BA+AB)=CA-0=0.
Donc: AM-BC+BM-CA +CM-AB=AM-0=0
AM +BC+BM-CA + CM - AB = 0.
b. D’apres la relation d’Euler appliquée au point H :
AH -BC+BH CA+CH-AB=0.
Or, par définition de H, HA L BC et HB L AC , ainsi:
0+0+CH -AB=0.
D’ou (CH) L (AB).
Donc H appartient a la hauteur issue de C du triangle ABC .
Les hauteurs du triangle sont donc concourantes en H.

m ENSEMBLES DE POINTS

1.a. MA - MB = (MI +IA) - (MI + IB)
=MI*+MI-IB+MI-IA +1IA - 1B
=MI*+MI-(IA +IB)-IA x IB

car IA et IB sont colinéaires et de sens contraire.
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Comme I est le milieu de [AB], TA+IB=0 et IA =1B = %AB .D’ou:

2
MA . MB=ME+M-0- 2B« AB _ypz 1o AR
2 2 4
2
MA - MB = m1* - 2B~
2 2
l).m-m:OQMIZ—AB :0<:>M12:AB o MI= %AB.

AB
M décrit alors le cercle de centre I et de rayon —, c’est-a-dire le cercle de
diamétre [AB]. 2
2.

Soit P un point du cercle.
2

PA -PB=PI’ - ATB (d’apres le résultat du a.)

2
—1—=1—5, donc:
4 4

[ — 15
pour tout point P du cercle, le produit scalaire PA - PB est constant et égal a T
AB’

=92

3.2. MA-MB=7 < MI®* -

=7 d’apres 1. a.

(:)M12=7+37r6<:>MI=16

< MI = 4 (car une distance est toujours positive).

L’ensemble € des points M tels que MA - MB = 7 est donc le cercle de centre I et
de rayon 4.

b. MA - MB = -18 & MI> = —18 + ? & MI” = -9, ce qui est impossible.
% est donc ’ensemble vide.
c. MA - MB = -9 & MI? =—9+?@MI=O@M=I.

Donc ¢ est réduit au point 1.
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¥l PROBLEME DE GEOMETRIE
1.

D

B

z.ﬁx\czﬁA\Bﬂﬂ\czgﬂix\c;

]ﬁ:m+@5:]§%\c+g.

Donc DAC = BAE.

3.a. AB+AC = (Al +IB) + (Al +IC)

. =2Al+IB+IC D T

IB+IC:0carIestlemilieude[BC],d’ouAB+AC:2AI;AIZE(AB+AC)

b.D'oil AT DE = 2 (AB + AC)- DE.

Or, DE = DA + AE donc:

Al-DE = 2(AB+ AC) (DA + AF)
=%(A_ﬁ-m+A_C-m+A_]§~XE+A_C-A_E)
=%(O+E-m+ﬁ-ﬁ+0)

Al DE = 2(AC- DA + AB- AF).

4.2.0r, AC-DA = -AC-AD = —-AC x AD x cos(CAD),

etﬁ~ﬁ=ABXAEXCOS(ﬁ).

CommeAD=AB,AC=AEetI§&T§=(§&\Dz

AC-DA = —AC x AD x cos(CAD)
= —AE x AB x cos(BAE) = ~AB x AE.

b. Donc AC-AD +AB- AE = 0 et d’apres 3. b. KYﬁz%XOzO.

Donc les droites (Al) et (DE) sont perpendiculaires.
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¥l THEOREME DE LA MEDIANE
1. MA> + MB?> = MA - MA + MB - MB
=(MI +IA)- (MI +IA) + (MI + IB) - (MI + IB)
= MI® +2IA - Mi + IA? + MI*> + 2MI - IB + IB’.
IA:IB:% d’ou:

_— . N 2 2
MA? + MB? = 2MTI* +2MI-(IA+IB)+(%> + (%) )
I est le milieu de [AB], donc IA+IB=0 dou:
AB?

MA? + MB? = 2MI” +

2 2 2
2.a. MA? + MB? = 10 < 2MI + Af =10 (avec Af :i:g)

S2MIP=10-8
e MIP =1
<M =1.
L’ensemble cherché est donc le cercle de centre I de rayon 1.
2
b. MA® + MB® = 8 < 2MI° + AB =38
< 2MI° =0
S MI*=0
<SIM=0
oSM=1
L’ensemble cherché est le point I .

2

c. MA’* + MB’ =5 <:>2MIZ+AB =5<2MI° =5-38

o MIP = —% (impossible).

L’ensemble cherché est I’ensemble vide.

FE]l PRODUIT SCALAIRE ET PYTHON

a. ﬁ( ?_21 ),donc ﬁ( j ), donc Hﬁ” =VJ(=1) +(=1) =+2.

Hf( 2 >’donc A—C'( _02 )’ dOncHKfH: (=2)* +(0)* =2.

2-2
De plus, AB - AC = (1) x (=2) + (-1) x 0 = 2.
Donc cos(BAC) = %

[AB] < [aC]

__2 _1_ V2

T 2x2 20 2

Donc ]?ATJ = %
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from math import *
def angle_BAC(A,B,C):
ABcarre=0
ACcarre=0
pdt_scalaire=0
foriin range(len(A)):
ABcarre+=(B[i]-A[i])**2
ACcarre+=(C[i]-Ali])**2
pdt_scalaire+=(B[i]-Ali])*(C[i]-Alil)
return acos(pdt_scalaire/sqrt(ABcarre*ACcarre))

# Test de la fonction angle_BAC

A=[1,2]

B=[0,1]

C=[-1,2]

print('L angle BAC vaut ‘,angle_BAC(A,B,C))

FORMULE D'AL-KASCHI
1.a. BC?> =BC-BC = (BA + AC) - (BA + AC)
BC? = BA? + 2BA - AC + AC.

b. On en déduit que a” = ¢* + b* +2BA-AC.
Or BA-AC=-AB-AC =-ABXxAC x cos(BAC)

= —cxbX cos(BAC).
Dou @ = b* + ¢* —2bccos(BAC).
2.
C
b=4 a
A 30 B
c=5

D’aprés la formule d’Al-Kaschi :
a’ = b* + ¢ — 2bccos(BAC)
=16+25-2x%4x5xcos(30°)

= 41-40x ? =41-203 (positif).

a désigne une longueur donc a = +v41—20/3 d’ou:
BC = V41 -20+/3 = 2,52 cm (20,01 prés).
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FH& proBLEME
1. ABC est rectangleen A .
B

H

A C

a. AB>=AB-AB =(AC+CB)-AB
=AC-AB+CB-AB
ABC étant rectangleen A, AC-AB = -0 d’ou:
= CB- AB.
b. CB-AB = CB-(AH + HB) = CB- AH + CB - HB.
Or, CB-AH = 0 par définition du point H, donc :
 CBAB-CBEE
Finalement : AB* = CB-AB = CB-HB = (-BC) - (-BH)
AB? = BC - BH.
2. On suppose que AB?> = BH - BC
AB-AC=AB-(AB+BC) = AB>+ AB-BC
=§ﬁ-§é+ﬁ-§6d’aprésl.b.
=(AB+BH)-BC = AH - BC.
H est le projeté orthogonal de A sur (BC), donc AH-BC = 0.
Donc AB L AC et ABC est rectangle en A.

Fd pro1TE D'EULER
1. a. I est milieu de [BC] signifie que IB+IC =0 donc:
AB+AC = (Al +IB) + (Al +IC) = 2Al + IB + IC = 2AI .
b. GA + GB + GC = GA + (GA + AB) + (GA + AC)
=3GA + AB+AC = -3AG +2Al
Or G est le point de concours des médianes du triangle ABC, ainsi AG = —AI et
on en déduit GA + GB + GC = 2AI +2A1 = 0. 3
2. a. I est milieu de [BC] signifie que IB+IC =0 donc:
_()_}3'+2_C' :@+ﬁ)+(a+ﬁ):2a+ﬁ+f:2a.
De plus, AH :A_O'+(£'I o
=AO+0OA +OB+0C
= OB+ OC = 201
b. AH-BC = 201-BC =0 car (OI) est la médiatrice de [BC].
Donc la droite (AH) est la hauteur issue de A du triangle ABC.
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c. En admettant que BH - CA = 0, on peut en déduire que AH est la hauteur issue
de B du triangle ABC, donc que H est 'orthocentre du triangle ABC.

lﬁ] H est le point de concours des hauteurs du triangle ABC.

3. OH = OA + OB +0OC
= (0G + GA) + (OG + GB) + (0G + GC)
=30G + GA + GB + GC
=30G car G est le centre de gravité du triangle ABC

Donc dans un triangle, le centre de gravité, le centre du cercle cirsconscrit a ce
triangle et ’orthocentre sont alignés.

LOI DES SINUS

1.a.*Dans ABH rectangleen H : sin B= coteopposé _ AH _ AH

hypothénuse AB ¢

il

d’ou AH = csinB.

* Dans ACH rectangleen H : sinC = ::—Ig = Ab—H ,d’ou AH = bsinC.
b. On en déduit que ¢sinB = bsinC (1).
K A
b
A
B H 7 C

Comme ABC n’est pas plat, les angles B et C ont des mesures autres que 0 ou

T (radians). R

Donc sinB # 0 et sinC # 0. R R

On peut donc diviser chaque membre de I’égalité (1) par sinB x sinC(# 0), d’ou :
c b

sinC  sinB’
.~ BK . PN
2.* Dans BKC rectangleen K, sinC = BC’ d’ou BK = asinC

* Dans BKA rectangleen K : sin BAK = %

Or BAK = n— BAC, donc sin(}i—'\l\() =sinBAC = sinA.

lﬁ Voir le chapitre 9 sur les fonctions trigonométriques.

.~ BK ., | L
sinA = —, d’ou BK = ¢sinA.
G
* On en déduit que asinC = ¢sinA , puis, comme sinC x sinA # 0 :
a c

sinA sinC
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3. D’apres la loi des sinus, en notant p = MN, m = PN et n=PM
.pAz .n,\,soit .p = .209\.
sinP  sinN sin(20)  sin(N)
De plus, M+N+P= 180°, donc N =180°-P-M = 25°.
200 x sin(20)
sin(25)
MN vaut environ 161,86 métres.

Donc p =

FE] FORMULE DE CAUCHY-SCHWARZ

a. Soit ¢ un réel.

\lcii + VIE = (g +7) - (i + V) = (2 i+ 15T +V-tii+7 7
[ + ¥ = |l + 26 - ¥ + |l

b. Pour tout réel 7, P(z) = || + V][ = 0.

P(t) ne change pas de signe, on est donc dans le cas : A < 0.
lﬁ Voir le chapitre 3 sur fonctions polynéme du second degreé.

c. P()=at> +bt+c avec a=|[il] ; b=2ii-V et c =|Jff.
A= (20 V) = 4l xIPIF = 4 - ¥)* = 4l x| -
Comme A =<0, 4(ii - v)> < 4/[ii|[ x||[ d’ou, en divisant par 4(>0) :
Gi-¥)* < x|pf -
d. En appliquant la fonction racine carrée qui est croissante :
NG VY <l <[P
@Dl =i s

|G- V)] < [l [ <.

lib Car pour tout réel x, \/X72=|X|.
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COURS

& METHODES

EXOS

& SUJETS

11 Droites, cercles
et paraboles

Dans tout ce chapitre, le plan est rapporté a un repere orthonormal (O; i ;}).

Il VECTEUR NORMAL A UNE DROITE
1. Définition

D Soit % une droite du plan. On appelle vecteur normal & % tout vecteur non
nul 7 dont la direction est orthogonale  celle de la droite %.

Ainsi :

* Si la droite % est donnée par un point et un vecteur directeur u, alors un
vecteur non nul 7 est normal a % si, et seulement si, nu=0.

* Si la droite & est donnée par deux points distincts A et B, alors un vecteur
non nul 7 est normal 3 % si, et seulement si, n-AB=0.

EXEMPLES :

* Toute droite paralléle a I’'axe des abscisses admet pour vecteur normal 7 .

« Toute droite paralléle & I'axe des ordonnées admet pour vecteur normal 7 .

2. Vecteur normal et équation cartésienne de droite

Dans tout ce paragraphe, on considére une droite 9 d’équation cartésienne :
ax+by+c=0

ou a, b et ¢ désignent trois réels tels que (a;b) = (0;0).

PROPRIETE : Le vecteur 7(a ; b) est un vecteur normal & 9.

lf] On rappelle que le vecteur u(—b ;a) est un vecteur directeur de la droite 9. L

CONSEQUENCE 1:

Les vecteurs normaux a & sont tous les vecteurs de la forme kn ,avec k#0.
CONSEQUENCE 2:

Soit A une droite de vecteur normal iTO(a0 ib,).

Alors A admet une équation cartésienne de la forme a,x + b,y + ¢ =0, le réel
¢ restant a déterminer.

y

4 ity
2 A=ax+by+c=0
X

-2 2 4 6 8
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31 EQUATION DE CERCLE

R désigne dans ce paragraphe un réel positif ou nul.

On rappelle que le cercle de centre Q et de rayon R est ’ensemble des points
M du plan tels que la distance QM soit égale a R.

THEOREME :

Un point M (x ; y) appartient au cercle de centre Q (x, ; y,) et de rayon R si,

et seulement si, 5 ) 2
(X—XO) +(y_y0) =R".

-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

DEFINITION :

(x=x,)+(y-y,)' =R> est appelé 8y
équation cartésienne du cercle de centre 7
Q(x,;y,) etderayon R. 6
Plus généralement, on a le théoréme sui- 5
vant. 4
THEOREME : 3
L’ensemble des points M du plan de 2
coordonnées (x;p) tels que 1 ¥
X+ +2ax+2by+c=0 est soit ~10
vide, soit réduit a un point, soit un -1
cercle.

Remarque :

X* + > + 2ax + 2by + ¢ = 0 s'appelle alors équation « développée » du cercle.

iT¥l PARABOLES

1. Parabole représentant un polynéme du second degré
DEFINITION :

On appelle parabole toute courbe d’équation y = ax’ +bx+c,ou a, b et ¢
sont des réelset a #0.

l£7 Une parabole est donc la courbe représentative d’'une fonction polynémiale du
second degré.

2. Sommet d'une parabole

Soit % une parabole d’équation y = ax> +bx+c,ou a , b et ¢ sont des
réelset a = 0.

En notant fla fonction polynomiale associée a la parabole %, et en écrivant le
polyndme sous sa forme canonique :

f(x)=a(x-0) +B|.

On en déduit que le point S(oc ; B) appartient a P.
On appelle S le sommet de la parabole.
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COURS m

& METHODES

3. Axe de symétrie

PROPRIETE :
Une parabole est symétrique par rapport la droite A, parall¢le a I'axe de or-
données et passant par le sommet de la parabole.

lf] Les droites paralléles a ['axe des ordonnées admettent une équation réduite de la
forme x=c, cER.

CONSEQUENCE :
Si’on connait deux points A et B de la parabole ayant méme ordonnée, alors

I’abscisse du sommet S de la parabole est donnée par la relation :
X, X

Xy = T et A a pour équation x = Xg-

4. Position d'une parabole par rapport a l'axe des abscisses

Elle dépend du signe de a et du nombre de points d’intersection de la parabole
avec I’axe des abscisses (c’est-a-dire du nombre de solutions de I’équation
ax*> +bx+c¢=0).

* Sia > 0:les branches de la parabole sont orientées « vers le haut »

Deux points Un point Aucun point

d’intersection d’intersection d’intersection

y K u

| o l\s S

~ ~ x [

p 0] la x
S B

Deux points Un point Aucun point
d’intersection d’intersection d’intersection
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METHODE I

Déterminer une équation cartésienne de droite

a partir d'un vecteur normal

=» Voir les exos 1, 2, 12 et 13.

On veut déterminer une équation cartésienne de la droite 9% dont on

connait un point A et un vecteur normal 7 .

Etape 1. Considérer un point quelconque M(x ; y) du plan, puis exprimer

les coordonnées du vecteur AM en fonction de x et y.

Etape 2. Travailler ensuite & partir de ’équivalence suivante :
M(x;))ED < AM-n=0.

-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

Exo résolu

Soit % la droite passant par A(-2 ; 3) et de vecteur normal ﬁ(l ;5).
Déterminer une équation cartésienne de 9.

CORRIGE
Etape 1. Soit M(x ; y) un point du plan. On a A_M(x+2;y— 3)
Etape 2.
ME(d) =AM n=0
Sx+2)x1+(y-3)x5=0
S x+5y-13=0
9 a pour équation x +5y—-13=0.

METHODE I

Déterminer une équation d'un cercle défini par

son centre et son rayon

=» Voir les exos 3 et 11.

Pour déterminer I’équation du cercle T de centre Q et de rayon R :

Etape 1. Considérer un point quelconque M(x ; y) du plan, puis exprimer

les coordonnées du vecteur QM en fonction de x et y.

Si besoin, calculer la valeur exacte du rayon R.

Etape 2. Travailler & partir de ’équivalence suivante :
M(x;y)ET& QM =R < OM® = R

(b Elever les distances au carré permet de ne pas travailler avec des racines
carrées.
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Exo résolu

Dans le plan muni du repére orthonormal (O;?;}) , on considere le
point A(3;-2).
Déterminer une équation du cercle I", de centre O et de rayon R = OA.
CORRIGE
Etape 1. Soit M(x; y) un point du plan.
AM(x-3;y+2).
R=0A = 3* +(=2)* = 13.
Etape 2.
MeTl AM=R
= AM? =13
e((x=-3) +(y+2)7 =13
Le cercle I", a pour équation : (x — 3 +(y+2)* =13.

METHODE Bl

Déterminer une équation d'un cercle défini par diamétre

=» Voir U'exo 3.

Pour déterminer une équation du cercle I' de diamétre [AB] :

Etape 1. Considérer un point quelconque M(x ; y) du plan, puis exprimer

les coordonnées du vecteur MA et MB en fonction de x et V.

Etape 2. Travailler & partir de ’équivalence suivante :
M(x;p)ET & MA L MB & MA-MB=0.

Exo résolu

Dans le plan muni du repére orthonormal (0;17;}), on consideére les

points A(3;—2) et B(S;l).

Déterminer I'intersection du cercle I', de diamétre [AB].

CORRIGE

Etape 1. Soit M(x;y) un point du plan.

MA(x—-3;y+2) et MB(x-5;y—1)

Etape 2.

MerT, & MA -MB =0
Sx=-3)x=-5+(p+2)(y-1)=0
ox’-8x+15+)*+y-2=0
&x =8x+ )y +y+13=0

Le cercle T, a pour équation: x* —8x+ >+ y+13=0.
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METHODE I

Déterminer le centre et le rayon d'un cercle

a partir de son équation « développée »

=» Voir les exos 3 et 15.

Soit T le cercle d’équation x* + ax + y* + by +c = O(a, b, ¢ ER).

Pour déterminer le centre et le rayon de T :

Etape 1. Mettre x* + ax et y* + by sous forme canonique comme ceci :

e (xe2] -5
X +ax=(x+—-]| ——.
2 4

Etape 2. Mettre 'équation sous la forme (x — X, Y +(y— Vs Y=V.

Etape 3. Vérifier que la valeur V' est strictement positive, puis calculer le

rayon, qui est égal a /.

-

v
L
(=]
o
XL
[
1]
=
(]
v
(24
=
o
(S

Exo résolu

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O i1 ;) , on cherche a
déterminer le centre et le rayon du cercle € d’équation :
X +3x+y —4y+5=0.

CORRIGE
Etape 1. x> +3x+ )’ —4y+5=0

8 3 3V _(3Y ., .- )
& X +2><Ex+ 5) =5 +y —2%2y+2°-2"+5=0

2
@<x+%> —%+(y— Y -4+5=0
kY 2 5
e =A==
f:><x+2> +(y-2) f
Etape 2.

2
x*+3x+)’—4y+5=0 @[x—(—iﬂ +(y-2) -2
g > i
Etape 3.

% >0 donc il s’agit bien d’un cercle.
Son rayon est R = \/g = g , et son centre est Q ( - % ; 2) .

3 5
Le cercle I" a pour centre Q ( ) S 2) et pour rayon >
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WETHODE Bl

Déterminer et exploiter l'axe de symétrie d'une parabole
=» Voir les exos 4, 8, 14 et 16.

Soit P la parabole d’équation y = ax” +bx +c.

Etape 1 On résout 'équation ax? + bx + ¢ = ¢ pour trouver deux points
de la parabole ayant méme ordonnée (ici ¢ ).

Etape 2 On en déduit ’abscisse du sommet en faisant la moyenne des deux
solutions trouvées.

Exo résolu

On considére la parabole dont I’équation dans un repére orthonormal
(0;7;}) est y=-2x"+5x+3.

a. Déterminer son axe de symétrie.

b. Sachant qu’elle coupe I’axe des abscisses au point d’abscisse x, =3,
déterminer 'autre point d’intersection de la parabole avec I’axe des abs-
cisses.

CORRIGE
a. Etape 1
2x*+5x+3=3-2x*+5x=0
S x(2x+5)=0
Sx=0o0ux=25
Les points A(0 ; 3) et B(2,5 ; 3) appartiennent a la parabole.

Etape 2 11 résulte de la symétrie de la parabole que son sommet S a pour
0+2,5
2
La parabole admet pour axe de symétrie la droite d’équation x = 1,25.

abscisse x; = =1,25.

b. Notons x, I’abscisse cherchée.
Par symétrie, on sait que x, = 1,25 est la moyenne de x, = 3etde x,.
X, + X X +Xx
2=y &—2=125
2 2
©3+x,=25

< x,=-0,5
2 s
Le second point d’intersection de la parabole avec I’axe des abscisses est
donc le point de coordonnées (0,5 ; 0).
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TESTER SES CONNAISSANCES

LECTURE GRAPHIQUE
DE VECTEURS NORMAUX | * | & 20 min | » P. 334 |

EXOS & SUJETS

A I'aide du quadrillage, déterminer pour chaque droite un vecteur normal.

\

.
P,

e

[E3 cquaTions DE DROITES | * | & 10 min | » . 334 |

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O T j) .

a. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant par A(—3 ; 4) et
de vecteur normgl nT(S i— 1) , puis de la droite %, passant par B(12 ; 7) et de
vecteur normal .

b. Déterminer un vecteur n_; normal a la droite %, d’équation 3x — % +11=0,

. — R . . . 2x
puis un vecteur n, normal a la droite 9, d’équation y = Y +1.
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[E] cauaTioNs DE CERCLES | %% | & 20 min | » p. 335 |

a. Déterminer une équation du cercle ', de diamétre [AB], ou A(4;5) et
B(7;-5).
b. Déterminer une équation du cercle I', de centre Q(—1;2) et de rayon
3
R=-.
4

c. Déterminer le centre et le rayon du cercle I', d’équation X+ +6y=0.
l{b Voir la méthode 4.
d. Déterminer le centre et le rayon du cercle I", d’équation :

X' =2x+)° +3y+%= 0.

PARABOLES | % | & 25 min | » . 336

2
On considére la parabole % d’équation y = x? -3x+7.

1. Quelle est « I'orientation » des branches de cette parabole ?
2. Déterminer une équation de son axe de symétrie A .

lfb Voir la méthode 5.

3. Déterminer les coordonnées de son sommet S et en déduire le nombre de
2

solutions de I’équation % -3x+7=0.

4. Soit ¥ la droite d’équation y =3 —3x.
a. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de % et de &.
b. Représenter % et & dans un repere adapté.

[ oro1TES PERPENDICULAIRES | %% | & 15 min | » p. 337 |

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O i; f)

Soient @ et 9’ deux droites affines d’équations cartésiennes respectives

y=mx+pety=m'x+p.

L’objectif de cette question est de démontrer que % 1 %’ si, et seulement si,
mxm’ =-1

On note A et B les points de la droite % d’abscisses respectives 0 et 1.

On note A’ et B les points de la droite %" d’abscisses respectives 0 et 1.

1. a. Déterminer, en fonction de m, m’, p, p’, les coordonnées des points A, B,

A’et B

b. En déduire les coordonnées des vecteurs AB et A'B’ .

c. Démontrer que % 1 %’ si, et seulement si, m x m” = —1.

. 2 . . D
2.80it D : y= gx . détermier une équation de %’, perpendiculaire a & et

passant par A(1 ; 4).
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EXOS & SUJETS

I3 vecTeurs ET DROITES | %% | & 20 min | » p. 338

On se place dans le repere du plan (O Sk f) .

Pour chacune des droites ci-dessous, déterminer si possible :

a. un vecteur normal # dont ’abscisse vaut 1 ;

b. un vecteur normal v dont I’ordonnée vaut I ;

c. un vecteur normal w dont la somme des coordonnées vaut 1.
%, d’équation cartésienne 5x =2y +6 =0 ;

9%, d’équation cartésienne 2x +5=10 ;

%, d’¢quation cartésienne x —y =0 ;

9, d’équation cartésienne : y = 1t — Ex .

lﬁ) Voir le paragraphe 1.2 du cours.

A ALcoriTHME | %% | & 15 min | » p. 339 |

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O i; }) . Soit 9 la droite d’équa-
tion cartésienne ax + by +c¢ =0, avec (a ; b) * (O ; O) . Ecrire un algorithme
permettant de dire si un vecteur v (r ; s) estnormal ounona % .

ASSOCIER UNE PARABOLE
A SON EQUATION | % | © 10 min | » . 340

A chaque question correspond une seule bonne réponse.

lf_] Voir la méthode 3.
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1. La courbe 6, a pour équation :
a.y=2(x-5)+6 b y=2(x+5) +6
Ly=-2(x-5"+6 c. y==2(x+5)+6
2. La courbe %6, a pour ¢quation :

.y=%(x—2)2+3 b.y=l(x—2)2—3

]

(]
[\

]

.y=—%(x+2)2—3 bd.y=%(x+2)2—3

3. La courbe 6, admet pour axe de symétrie

a. I’axe d’équation y =2 b. ’'axe d’équation x =2

c. ’axe des abscisses d. ’axe des ordonnées

4. Parmi les cinq paraboles représentées, combien admettent un unique point
d’intersection avec 1’axe des abscisses ?

a. aucune b. une c. deux d. trois

S'ENTRAINER

[E) o1STANCE D'UN POINT A UNE DROITE | % | & 20 min | » P. 340 |

On considére un point M(-2 ; 5) et la droite @ d’équation 3x —4y+8=0.
Soit H le projeté orthogonal du point M sur la droite 9.

a. Donner un vecteur directeur u de 9.

b. Sachant que HM et u sont orthogonaux, établir une équation vérifiée par
les coordonnées du point H.

c. Quelle autre équation vérifient x,, et y, ?

d. Déduire des questions b. et c. les coordonnées du point H.

e. Calculer la distance MH.

PARABOLE PASSANT PAR TROIS POINTS | %% | & 15 min | » P. 340

Soit £ une fonction polynome définie sur R par f(x)=ax’ +bx +c avec
a#0.

a. Sachant que la courbe représentative , passe par les points A(0;3),
B(l ; 0) et C(3 ; 6), écrire le systéme de trois équations a trois inconnues « ,
b et ¢ correspondant.

b. Résoudre ce systéme.

(b a. M(x;y)€6, o y=f(x).
Ici, cela donne pour le point A :
A(0;3)€6, & 3=f(0) = 3=ax0’+bx0+c.
b. Par trois points non alignés du plan, il passe toujours une parabole et une seule.
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PREPARER UN CONTROLE

E¥1 cercLE ET DROITE | %% | & 20 min | » p. 341

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O k f)

a. Démonstration de cours

Soit € un cercle de centre Q(x,, ; y,) et de rayon R>0.

Démontrer qu’un point M(x ; y) du plan appartient a € si, et seulement si :
(XX + (- y,) = R

b. Application

Déterminer I'intersection de la droite & passant par A(l ; 2) et de vecteur

normal u(=2:1) avec le cercle ¢ de centre B(l ; 1) et de rayon 3.

ENSEMBLES DE POINTS | % &k | & 35 min | » . 341 |

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; i ; f) , on considere les points
A(-2;7) et B(1;3) et on note I le milieu de [AB].
1. Déterminer I’ensemble € des points M du plan tels que MA*> — MB’ = 0.
Construire cet ensemble et en donner une équation.
2. On veut déterminer ’ensemble & des points M du plan tels que :
MA’ - MB* = -50.

a. Montrer que :

MA? - MB? = 2IM - AB.
b. Construire le point H de la droite (AB) qui vérifie IH - AB = —25.
c. Décrire alors I’ensemble & en justifiant.

lf] On pourra faire apparaitre le vecteur IH dans le produit scalaire IM-AB..

DROITE D'EULER | % | & 40 min | » p. 343 |

Dans un repere orthonormé (O ;?;7) , on considere les points A(1 ; 0), B(3;0)
et C(5;2).

1. Faire une figure que ’'on complétera au fur et a mesure.

2. Calcul des coordonnées du centre de gravité G du triangle ABC

a. Déterminer les coordonnées de I, J milieux respectivement de [AB] et [BC].
b. Déterminer une équation cartésienne de la médiane issue de C et de celle
issue de A du triangle ABC.

c. Déterminer les coordonnées de G point d’intersection des médianes.

3. Calcul des coordonnées du centre €2 du cercle circonscrit au triangle ABC

a. Déterminer une €équation cartésienne A[BC] de la médiatrice de [BC].

lib Voir la méthode 1.
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b. Déterminer une équation cartésienne A[ AB] de la médiatrice de [AB].

c. Déterminer les coordonnées de Q point d’intersection des médiatrices.

4. Calcul des coordonnées de I’orthocentre H du triangle ABC

a. Déterminer une €quation cartésienne de la hauteur 7€, issue de A du
triangle ABC.

b. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur #. issue de C du
triangle ABC.

c. Déterminer les coordonnées de H, point d’intersection des hauteurs.

5. Démontrer que les points Q, G et H sont alignés.

COURBE REPRESENTATIVE
D'UN POLYNOME | * | & 20 min | » p. 345

1. Soit % la parabole d’équation y = x* — 3x + % .

a. Déterminer les coordonnées du sommet S de la parabole.

l{b Voir la méthode 4.

b. Dresser le tableau de variations de f : x+> x* — 3x + % .

c. Tracer % dans un repére orthogonal adapté.

2. On considére la courbe 6 d’équation y = 9x” + 9, et la droite @ d’équation
y=12x+5.

a. Observer 6 et & sur un méme repére a ’aide d’une calculatrice graphique.
Emettre une conjecture sur le nombre de points d’intersection de € et 9.

b. Déterminer algébriquement les coordonnées du (ou des points) d’intersec-
tion de € et de 9.

l/:] On sera amené a résoudre l'équation 9x*+9=12x+5 en reconnaissant une
identité remarquable.
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ALLER PLUS LOIN

EQUATION DE CERCLE ? | %xk | & 30 min | » p. 347

Le plan est muni d’un repére orthonormal.
On considére le cercle I' d’équation :
X +2ax+y* +2by+c = O(a, b, CER).
a. Soilent a, b, ¢ trois constantes réelles.
Démontrer que I’équation x* + 2ax + y* +2by + ¢ = 0 est équivalente a :

2 g2
(x+a) +(y+b) =#.

ﬁ Voir la méthode 3.

b. A quelle condition, sur a, b et ¢, ’équation x* +2ax + y* +2by+c¢ =0
est-elle celle d’un cercle ? Dans ce cas, déterminer son centre et son rayon.

LANCER DE POIDS, TRAJECTOIRE | k% | & 30 min| » p. 347 |

Un athléte lance un poids & une vitesse initiale de 14 m-s™', faisant un angle
de 30° avec I'horizontale.

A T’instant ou le poids est lancg, il se situe a 2,30 metres du sol.

Dans le repére suivant, la position du poids a I'instant ¢, exprimé en secondes,
est donnée par ses coordonnées (x(¢); y(¢)).

On considére que 7 = 0 a I'instant ou le poids est lancé.

On a représenté en rouge un exemple de trajectoire possible.

Y

M (x(2) 5 (1)
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Les sciences physiques établissent que la trajectoire du poids en fonction du
temps est donnée par :
x(1)= (vo cos oc)t
1, .
y(1) = —Egt + (vo smoc)t +h

ou v, désigne la vitesse initiale, o 'angle avec I'’horizontale et / la hauteur
initiale du poids.

On prendra g =9,8 m-s™.

a. Que valent x(0) et »(0) ? A quoi cela correspond-il ?

b. Que dire du signe de x(7) etde y(7) ?

Exprimer x(¢) et y(¢) en fonction de 7 uniquement.

lf] Les valeurs exactes des cosinus et sinus de 30° sont :
cos30°= ﬁ et sin30°= 1 .
2 2
c. Exprimer y en fonction de x .

lf] Noter x = x(t) et y = y(t) et exprimer t en fonction de x.

d. Dresser le tableau de variations de la fonction f', qui a x associe y sur
I'intervalle [d ; 0], ou d est la distance entre le lanceur et le point d’impact au
sol.

lﬁ] Commencer par déterminer les coordonnées du sommet de la parabole.

e. A quelle distance le poids touche-t-il le sol ?

DISTANCE D’'UN POINT A UNE DROITE | %% | & 20 min | » p. 349 |

Le plan est muni d’un repere orthonormal (O ; i; f)

Soit & la droite d’équation ax + by +c =0 ou a, b, ¢ sont trois réels tels que
(a ;b) * (O ; O)

On veut déterminer la distance d’un point P(x, ; y,) ala droite %,
c’est-a-dire la distance PH, ou H est le projeté orthogonal de P sur 9.
Soit A(x ) un point de la droite et ﬁ(a ;b) un vecteur normal a 9.

a. Exprimer AP - ii en fonction de la distance HP .

PR

b. Etablir que la distance de P a la droite & est égale a :
‘ax}, +by, + c‘

Ja* +b*

lf] Puisque A appartient a %, alors ¢ =-ax, —by, .
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* %, admet pour vecteur normal nT(Z ;—3). 9, admet donc une équation carté-

sienne de la forme 2x =3y +c¢=0.

Le point de coordonnées (0 ; 1) est sur la droite % , donc —3+c¢ = 0, donc ¢ = 3.
D, :2x-3y+3=0.

* %, admet pour vecteur normal n_z'(l ;1) .

%, admet donc une équation cartésienne de la forme x+y +c¢=0.
Le point de coordonnées (0 ; 5) est sur la droite %,, donc 5 + ¢ = 0, donc ¢ = 5.
D,:x+y-5=0.
* %, admet pour vecteur normal j(0;1).
%, admet donc une équation cartésienne de la forme y+¢=0.
Le point de coordonnées (0 ; 2) est sur la droite 9,, donc 2 + ¢ = 0, donc ¢ = -2.
D,:y-2=0.
* 9, admet pour vecteur normal nj(2 —1).
%, admet donc une équation cartésienne de la forme 2x -y +¢=0.
Le point de coordonnées (2 ; 1) est sur la droite %,, donc4 -1 + ¢ = 0, donc ¢ =
-3.
D,:2x-y-3=0.
* 9@, admet pour vecteur normal ;;(1 ;4).
%, admet donc une équation cartésienne de la forme x +4y +¢=0.

Le point de coordonnées (0 ; 7) est sur la droite &, donc 28 + ¢ = 0, donc ¢ = -28.
Do:x+4y-28=0.
* 9, admet pour vecteur normal ?(1 ;0).

%, admet donc une équation cartésienne de la forme x +¢=0.
Le point de coordonnées (-2 ; 0) est sur la droite %,, donc -2 + ¢ = 0, donc ¢ = 2.
Do:x+2=0.

I3 EQUATIONS DE DROITES

a. Soit M(x ; y) un point du plan.

cMED, &AM - m =0
S(x+3)x5+(y-4)x(-1)=0
S5x-y+19=0

Donc &, a pour équation 5x — y +19 = 0.

cMEeY, & W~}=Oavec}(0;l)
S (x—-12)x0+(y-7)x1=0
sSy=7

Donc 9, a pour équation y = 7.
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b. D’apres le cours, n3(3 J— E) estnormal a 9,
Déterminons une équation cartésienne de 9, :
2x
y:—T'Fl c>3y=—2x+3

&2x+3y-3=0.

Donc n7(2 ;3) est normal a &,

lﬁ ILexiste une infinité de solutions pour n, :tous les vecteurs dont les coordonnée

—

1
sont proportionnelles a <3 ;= E) . De méme pour n,.

[E} EQUATIONS DE CERCLES

a. Soit M(x; y) un point du plan.

MET, & MA-MB = 0
S@-x)T-x)+GE-y)(-5-y)=0
&28-1lx+x* =25+ =0
ex’-1lx+y*+3=0

Donc T, a pour équation x* —11x+ p* +3 =10

b. Soit M(x ; y) un point du plan.

MET, QM = R

QM = R
e (x+1)y+(y-2) =%
Donc I" a pour équation cartésienne (x +1)* + (y —2)* = 2

16
XX +yP+6y=0 ox*+)y*+6y+3°-3=0
Sx'+(y+372-9=0
S (-0 +(y-(3) =3
& PM? = 3% avec P(0;-3).
Donc le cercle ', a pour centre P(0;— 3) et pour rayon 3.

d. x2—2x+y2+3y+%=0

2 2
®x2—2x+12+y2+2x§y+(§) —(E) 220
2 2 4

2
o (x—1)2—1+<y+%)2_%+%:0
<:>(x—1)2+<y—(—%)>2=2

= QM? =27 avec Q(l;—%),

3
Donc I', a pour centre Q(l 5= E) et pour rayon V2.
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PARABOLES
. 1
1. Cette parabole admet une équation de la forme y = ax® + bx + ¢ avec a = >

a >0 donc les branches de cette parabole sont tournées « vers le haut ».

2. Cherchons deux points de la parabole de méme ordonnée 7.
2 2

T 3x+7=Te>-3x=0
2 2
@xx(£—3>:0
2

aSx=0 0u§—3:0

Sx=0o0ux=6.
Les points de coordonnées (0 ; 7) et (6 ; 7) appartiennent a la parabole.

L Y , . 0+6 .
On en déduit que son axe de symétrie A a pour équation x = 5 soitx = 3.

3. Son sommet S a donc pour abscisse x, =3 et pour ordonneée :
S ys=3?—3><3+7=§.
Donc S<3 ; E) .
La parabole a ses branches tournées « vers le haut » et 'ordonnée de son sommet
est positive donc la parabole ne coupe pas I’axe des abscisses.

L’équation x? —3x + 7 = 0 n’admet pas de solution.

4. a.Soit M(x;y) un point du plan.

Me®»
ME@’HQB@
M 9
2

y—x——3x+7
PN 2

y=15-3x

X 3x+7=15-3x
&9 2

y=15+3x

2

X _e
<102

y=15-3x
o x*=16

y=15-3x

x=4oux=-4

y=15-3x

o (x=4det y=15-3x4=3) ou (x=—4 et y=27)

Les points d’intersection de ? et de 9 ont donc pour coordonnées (4 ; 3)
et (-4 ;27).
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43 210 1 2 F 4 5\ 6

Il bROITES PERPENDICULAIRES

1. a. La droite ¥ a pour équation y = mx + p .
A0;y,)ED,donc:
y,=mxX0+p=p.
B(1; y,) €9, donc:
yp=mXl+p=m+p.

De méme, A’(0;y,,)E€D’, donc :
Yy =m'x0+p =p .

B'(1;y,)EY", donc:

Vg =m' X1+ p' =m'+p" .
b. AB(m+ p— p;1-0),donc AB(1;m).
AB'(m’ + p’— p’':1-0) , donc A'B'(1;m’).
¢ 91 ABLAB olIxl+mxm =0 mxm’ =—1.
2. Notons y = m’x + p’ I’équation réduite de &’.
9% 1 9, donc %Xm’:—l,d’ofl m’=—é.
A €9, donc 4:—%><1+p’,donc p’:4+%:—.

3 11

9’ a pour équation: y=——x+—.
p q y 2 2
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I3 veEcTEURS ET DROITES
. 71(5 ;—2) est un vecteur directeur de 9.
Donc tout vecteur de la forme k'n est normal a %,.

a. Avec k = % , on obtient le vecteur 5(1 i— %), normala 9, .
1 . =[5 .
b. Avec k = ~5 on obtient le vecteur u| — 5 5 1) ,normala % .

c.5xk+(2)xk=1=3xk=1.

<:>k:l
3

-~/ 5 .
Donc w( 3 ; ?) est un vecteur normal a & .

*a. 9, est parallele a I'axe des ordonnées, donc u= f(l ;0) est un vecteur normal
a la droite %,

b. Il n’existe pas de vecteur normal a %, d’ordonnée 1.
En effet, quelque soit la valeur de k, ku(k;0).

c. w=(1;0) est le vecteur normal & %, dont la somme des coordonnées vaut 1.
°a. ;(1 ;—1) est un vecteur normal a %..

b. v est un vecteur normal a %, de coordonnées (-1 ; 1).

c. Quel que soit le réel &, kﬁ(k ;—k) et k+ (k) =0, donc il n’existe pas de vec-
teur directeur de %, dont la somme des coordonnées vaut 1.

3 3 -(3 .
. y:n—Ex@5x+y—n=Oetn 5;1) est donc normal a 9, .

a. Avec k = % , on obtient le vecteur ;1(1 5 %) ,normal a %,.
b. v = n convient.
c. ?&:kﬁ(kx%;k).
3 5
Or 5k+k=1<:>5k=1

@k:i
2

—-(3 2
Donc w( 3 3 §> est un vecteur normal a % , dont la somme des coordonnées vaut 1.
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ALGORITHME

Etant donnée une droite d’équation ax + by + ¢ =0 (on supposera que a et b
sont non tous deux nuls), on sait que le vecteur v(—b;a) est un vecteur directeur
de la droite.

Pour tester le vecteur u(x; »), 1l suffit alors de tester si le produit scalaire de
u et v estnul ou non :

def vecteurNormalOuNon(droite,vect):
vectdirecteur=[-droite[1],droite[0]]
pdtScalaire=0
for i in range(len(vect)):
pdtScalaire+=vect[il*vectdirecteurli] ;
if pdtScalaire==0 and vect!=[0,0]:
print('le vecteur 'vect, est un vecteur normal a la
droite’)
else:

print("le vecteur "vect, " n'est pas un vecteur
normal a la droite")

# Test de la fonction vecteurNormalOuNon :
droite=[2,1,3]

vect1=[0,1]
vecteurNormalOuNon(droite,vect1)

vect2=[2,1]
vecteurNormalOuNon(droite,vect2)

vect3=[0,0]
vecteurNormalOuNon(droite,vect3)

l/:] Remarque : le vecteur n(a; b) est un vecteur normal de la droite, on aurait
pu aussi tester si le déterminant de u et n est nul ou non (on rappelle que
det(u;n)=xxb—yxa).

Droites, cercles et paraboles 339



[EJ AsSOCIER UNE PARABOLE A SON EQUATION

1. Réponse d.

La parabole 6, a pour sommet S (-5;6) donc son équation est de la forme
y=a(x—(=5)>+6,s0it y =a(x+5) +6.

Ses branches étant tournées vers le bas, on en déduit que a <0 .

2. Réponse b.

La parabole 6, a pour sommet S,(-2;-3) donc son équation est de la forme
y = a(x —(-2))* +(=3) , soit y = a(x +2)* - 3.

Ses branches étant tournées vers le haut, on en déduit que a >0 .

3. Réponse b.

4. Réponse ¢ : les courbes 6 et 6.

Bl DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE
a. 5(4 ;3) est un vecteur directeur de 9.
b. HM(-2 - X, 35—y,) donc:
HM u=(-2-x,) x4+ (5- y)x3=—4x, — 3y, +7 .

HM et u sont orthogonaux, donc HM-u =0 et donc —4x, -3y, +7=0.
c. HED, donc 3x, -4y, +8=0.
y —4x, =3y, +7=0 (x3) -12x, =9y, +21=0

| 3x, -4y, +8=0 (x4) 12x, - 16y, +32=0
D’ou, en ajoutant membre a membre, —25y, +53=0.
Donc y,, =2,12.
En remplagant y,, par sa valeur dans I’équation du c., on obtient
3x, —4x2,12+8 = 0,s0it 3x,; = 0,48

x, = 0,16.

e. HM = 2,16 + 2,88 = /4,6656 + 8,2944 = /12,96 = 3,6.

m PARABOLE PASSANT PAR TROIS POINTS
a.
AES, 3= £(0) BENG
Be€¢, ©10=f() &10=a+b+c
Ces, 6= f(3) 6=9a+3b+c
b. Notons (S) ce systéme
¢ =3 c=3 c=3
Sy a+b=-3 ©@¢yb=-3-a<=ib=-3-a
9a+3h=3 3a+b=1 3a-3-a=1
Donc fest définie sur R par f(x) = 2x* —5x+3.
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E¥] cErRCLE ET DROITE
aMx;y)E€<QM=R
< QM? = R? (car une distance est > 0).
S x—x P+ —yy) =R
b. « D’aprés a., un point M(x; y) du plan appartient a 6 si, et seulement si,
(x-1’+(y-17>=9.
* La droite @ admet une équation de la forme —2x+ y+¢=0.
A(l;2)eD,donc 2x1+2+¢=0,s0it c=0.
Une équation cartésienne de & est donc: —2x+y =0.

. 2x+y=0
Finalement, M(x ; y)) E9 N € < 5 )

(x-D"+(y-1D" =9
y=2x

=
(x=1+Q2x-1"=9
y=2x

=3
5 —6x-7=0

A= (—6) —4x5x(=7)=176>0, donc I’équation 5x* — 6x —7 = 0 admet
deux solutions. Comme VA = 4+/11, ce sont :
L 6+4V11 3+ 2411 - 6-4V11 _3-2J11

A et x, = =
10 5 10 5
y=2x y=2x
D’oﬁM(x;y)E@ﬂ%@{x_ 3+ 2411 ou|x_ 3-2411
-5 -5

Conclusion : 6 et % sont sécants aux points :

3+2V11 6+ 411 3-2V11 6-4J11
P(s;s)etQ<5;5>‘

F¥] ENSEMBLES DE POINTS

1. MA?-MB? =0 MA?= MB?
< MA = MB.
c’est-a-dire M appartient a la médiatrice de [AB].
€ est la médiatrice du segment [AB].
C'est aussi la droite perpendiculaire a (AB) et passant par 1.
Soit M(x ; y) un point du plan,

M(x;y) E€ < Mi-AB =0 avec I(—%;S)et AB(3;-4)
= (—%—x)x3+(5—y)x(—4):0
(:)—3x+4y—§:0

S -6x+8y—-43=0
La droite € a pour équation —6x + 8y —43 =0.
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2.a. MA? - MB? = (MI + IA)? — (MI + IB)
= MI* + 2MI - IA + IA% — (MI® + 2MI - IB + IB?)
=2Mi - (IA - IB) + IA*- IB?
=2MI-BA

(car, I étant le milieu de [AB], IA = IB).

—

Ainsi, MA? - MB® = 2IM - AB
b. HE(AB) et IH-AB<0, donc les vecteurs IH et AB sont colinéaires de
sens contraire. Donc IH-AB = —IH x AB .
Or, AB =3 +(-4) =25 =5.
D’ou TH- AB = —IH x AB = -25, donc —TH x 5 = -25 , donc :
IH =5 = AB.
Pour construire H, on reporte la longueur AB a partir du point 1.
c. MA? - MB? = -50 ©2IM - AB = -50 & IM - AB = -25
< (IH+HM)- AB = -25
oTH-AB+HM - AB = 25 < - 25+ HM - AB = -25
©HM-AB=0.
L’ensemble % est donc la droite perpendiculaire a (AB) passant par H.

7 6 5 4 3 2 10 1 2 3\4 5 x
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EE]l DROITE D'EULER
1.

2.a.12;0)etJ(4; 1).

b. « La médiane % . issue de C du triangle ABC admet une équation de la forme
ax+by+c=0.

Cev,donc Sa+2b+c=0.
€%, donc 2a+c¢=0.
En choisissant ¢ = -2, onobtient a =1 et 2b=-5a—c=-5+2=-3,

donc b=—g .

3 . ] o
X ——y—2=0 estune équation cartésienne de 9.
2

Donc 2x — 3y —4 =0 est aussi une équation de &..

l{b Vérifier que les coordonnées de C et de | vérifient bien cette équation.

* La médiane 9, issue de A du triangle ABC admet une ¢quation de la forme
ax+by+c=0.

A€ePD,,donca+c=0.
JE€ED,,doncda+b+c=0.

En choisissant ¢ = —1, on obtient a =let b=—-4a—-—c=-4+1=-3.
Donc x -3y —1=0 est une équation cartésienne de &9 ,.
c. Soit G(x, ; y;) le point d’intersection des médianes.
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c. Soit G(x, ; ¥;) le point d’intersection des médianes.

2x,-3y,-4=0
€ N
GeED.ND <:>{ 3y, 120

23y, + 1) 3y, —4=0

II

=3y, +1

I
{3%—2
3

II

Yo =

II

Donc G<3 —)
3

3.a. A, apour vecteur normal fd(2 ; 2), donc admet une équation de la forme

2x+2y+c¢=0.
JEA,,donc 2X4+2x1+¢=0 donc ¢ =-10.

Donc 2x +2y —10 = 0 est une équationde A .

Donc x +y—5=0 estaussi une équation de A, .

b. A[ Ap) @ Pour vecteur normal 7(1 ;0), donc admet une équation de la forme
xX+c=0.

Or,IEA[AB],donc 2+¢=0,donc ¢c=-2.

Donc x -2 =0 est une équationde A, .

x =2
C.Q(xg;yg) EA[AB]OD[BC] (:){x Ly —5=0

x =2
=3
y =-2+45=3
Le point d’intersection des médiatrices est Q (2;3).

4. a. &, a pour vecteur normal B_C'(2;2), donc i, admet une équation de la
forme 2x+2y+c=0.

AeX,,donc 2x1+2x0+c=0 donc ¢c=-2.

Donc 2x+2y—2 =0, mais aussi x + y —1 =0 sont des équations cartésiennes
de la droite &, .

b. % a pour vecteur normal E(Z ;0), donc & . admet une équation de la forme
2x+c¢=0.

Ce¥.donc 2x5+c=0,donc ¢ =-10.

Donc 2x —10 = 0, mais aussi x — 5 = 0 sont des équations cartésiennes de /. .
Xyt+yy—1=0

c. Hix;y)EX , NX <:>{ %, =520

yy=1-5=4
Xy =35
Donc H(—4;5).
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5. Montrons que les vecteurs QG et QH sont colinéaires :

. 2 — -7

aG (3-2:2-3) s0it 06 (1551,

OQH (5-2;-4-3),s0it QH (3;-7).

On en déduit QH =3 QG ; les points Q, G et H sont donc alignés.

COURBE REPRESENTATIVE D'UN POLYNOME
1. a. Résolvons I’équation x* — 3x + % = % :
x2—3x+§<:>x2—3x=0<:>x(x—3)=0<:>x=()0ux=3.

Les points de la parabole d’abscisses 0 et 3 ont la méme ordonnée donc, par sy-

o . , . 0+3 3
métrie, on sait que I"abscisse du sommet est x, = — = 5
CommeS € P,ona:

2 5 3V 35 9 4 9 8 1
V=X, =3x+-=(=) -3XZH+-=—-o=———=—
2 2 2 2 4 2 4 4 4
Fintement, (23
inalement, S\ 557 J.
b. Comme a=1>0,0na:
3 +
~ 2

Variations de f \ /

A=

y=Ax)

Y
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2. a. Il semble qu’il y ait un point d’intersection (la droite semble étre tangente a

la courbe, voir le chapitre « Dérivation »).
y

25

20

-1 /0 1 2x
b. Soit M(x; y) un point du plan.
_ 2
Me€na o] ¥ =% 192
y=12x+5

y=12x+5
9x*+9=12x+5
y=12x+5
9x> —12x+4=0

g
5
[ y=12x+5
-

II

II

&
(Bx-2) =
y=12x+5
&

3

2

xX==

S 3

y=13

2
Donc les courbes € et 9 admettent un unique point d’intersection, le point I( 3 5 13).
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[ EQuATION DE CERCLE ?

a. x’+ax+y +by+c=0
2 2 2 2
<:>x2+2><x><%+<£) —(ﬁ) +y2+2><y><é+<é) —(2) +c=0
( 2

2 2 2
a\y d°
<:>(x+—) ——
2 4

a\? b\ o b
<:>(x+—) +(y+— =—+—-c
2 2 4 4
a\? b\ a+b>—4dc
S(x+=) +{y+= )| =——m
2 2 4

b. Cette équation est celle d’un cercle si, et seulement si :
a’ +b* - 4dac
4
En effet, dans ce cas seulement,

2 2 2 2_
<x+%) +<y+é) _a b e o OM* = R* |

>0 (ce qui équivauta a’ +b* —4c>0).

2 4
[ 2 2
avec R:#>O et Q<_%;_§)'

m LANCER DE POIDS, TRAJECTOIRE

a. A linstant 7 =0, le poids a pour coordonnées (0;2,3) donc:

x(0) = 0 : distance parcourue ; y(0) = 2,3 : hauteur du poids 4.

b. x(z) étant la distance parcourue et y(¢) la hauteur du poids, x(z) =0 et
y(1t)=0.

De plus, v, =14 ; o0 =30° et 1 =2,3.

Donc:

x(t)=14><§><t x(t)=7\/§t
(=1

_ 2
J’(I)Z—%X9,8Xlz+14><%><t+2,3 () =-49 +7t+2,3

c. Notons x = x(¢) et y = y(¢). Alors t = X ,d’ou:

73

X X
d.Soit f:x+—>—-"—+-—"—+2,3.
TN

On veut déterminer les coordonnées du sommet S de la parabole.
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2

X
Résolvons I’équation —— + —= +2,3=2,3:
vons Tedd =
: x2 X 1
+23=23- =0<= x( —+—>:0
"30 J— 30 f T3
<x=0o0u 1o
V330
30 30x+3  30x+3
oSx=0o0ux= =103 .
B BxB 3
Les points de la parabole d’abscisses 0 et 10v/3 ont la méme ordonnée donc, par
. : — 0+10v3 53
symétrie, on sait que I’abscisse du sommet est xg = — =5 -
Comme le point S est sur la parabole, on a :
(5v3)" 53 75 53
=— +—+23=—"+—7+23=-25+5+2,3=438.
Vs 30 V3 30 V3
Les branches de la parabole sont tournées vers le bas (a = L ), donc :
x oo 53 +oo

4,8
Variations de f / \
2,3 0

e. Le poids touche le sol lorsque f(x)=0.
X x
=0-——+—=+2,3=0.
f(x) 30 N3

2
A=<1)—4 1 2 23 1 23 48

V3

o312, B8 1,8 8
30 3715710 3 75 75

r:mmwzm

A>0 et =
© 75 Bx2 53
2
donc I’équation EA 2,3 =0 admet deux solutions :
30 V3
_1_4
x =3 5 _ 5443 s 5B 5o 5B al2,
_ 5V3 5%3
15
_1.,4
3 5 5-43
= = x15=(5-4/3)x3=5V3-12.
RTTT 53 ( )
15

Mais, comme x =0, la solution x, = 53 — 12 ne convient pas. D’ou :
2

f(x)=0@—§—0+%+2,3=0@x=5J§+12.

Donc le poids touche le sol aprés avoir parcouru une distance égale a 12 + 5.3, soit
environ 20,66 métres.
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DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE
a. AP-n=(AH +HP) n
AP-n=AH-n+HP-n
AP-n=0+HP 7 car n est orthogonal a %, donc a AH
De plus, les vecteurs HP et n étant colinéaires (car normaux a %),
HP - 5 = +HP x HZH selon si HP et n sont de méme sens ou de sens contraire.
En prenant la valeur absolue de chaque membre de I’égalité, on obtient :
[AB ] = 1p i
|H"’;§| = HP xVa* + b’
b. La distance de P a la droite 9 est égale a HP.
E-ﬁz(xp—xA)xa+(yP—yA)xb= ax, +by, —(ax, +by,).
Or, puisque A appartienta %, ona: ax, +by, =—c.
D’ou AP-n=ax, +by, +c.
Donc |ﬁﬁ| =|ax, + by, + | .

; |ax + by +c|
Il en résulte que HP = —f—L—— |
d Na* + b?
|axp + by, + c|

La distance de P a la droite & est égale a
va + b
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A

affixe 199
angles associés 200
arbres 227
arbres pondérés 229
axe de symétrie 321

B, C

boucle itérative 11

cercle trigonométrique 199
comportement asymptotique d'une
suite 30, 31
cosinus 200
croissance exponentielle 168
D

décroissance exponentielle 168
discriminant 66
E

e 167
écart-type 257
équation cartésienne d'un cercle 320
équation cartésienne d’'une droite 319
espérance 257
événements indépendants

extremum d’'une fonction 131
extremum local d’'une fonction 131
F

fonction cosinus 202
fonction croissante 131

fonction décroissante 131
fonction dérivable 96

fonction exponentielle 167
fonction impaire 202
fonction paire 202
fonction périodique 202
fonction sinus 201

forme canonique 66

formules des probabilités totales 227
I

identation 9
instruction conditionnelle 10

LM

loi de probabilité 257
maximum 131
minimum 131
modules 13
N

nombre de Neper 167
nombre dérivé 95
0

orthogonal 294
orthonormal 319
P

parabole 320
polyndme 65
probabilités conditionnelles 227
produit des racines 67
produit scalaire 293
Python 9
R

racine 66
radian 199
repere orthogonal 294
repére orthonormal 319
S

script 9
sens de variation d'une suite 29
sinus 200
somme des premiers termes d'une
suite 30, 32
somme des racines 67
sommet d'une parabole 320
suite arithmétique 29
suite géométrique 31
T

tangente 96
taux de variation 95
terme d’'une suite 29,30
\"4

variable aléatoire 257
variance 257
vecteur normal 319
vecteurs orthogonaux 293
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